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Pgedmluva

Pgi @geleni nejruznijtich Uloh jsme postaveni pged ukol sftaé derivaci zadané
funkce nebo zobrazeni (pgipadni cely gradient, Jacobiho titd Hessovu matici,
smirove derivace atd.). Takova situace nastava napgikladspgeleni optimalizaénich
uloh, v meteorologii, fyzice, chemii atd., kdy se mohou pdat derivace ruznych
funkci v mnoha ruznych bodech. Jednim z mo%¥nych zpusobu #fekho vypoétu
hodnot derivacipomoci poeitaéese budeme zabyvat v této praci.

Pgedpokladejme, ¥%e mame program, ktery poeita hodnotu méaiunkcef v za-
daném bodi. Pgipus»me, ¥e takovy program mu¥e obsahovalycykveni, volani
podprogramu apod. Chceme ziskat co nejpgesnijti hodnoturikace této funkce
v uva¥sovaném bodi.

Jednou z mo%¥anosti, jak toho dosadhnout, je poeitat tzgomirné diference na-
paiklad

f(x+h) f(x) f(x+h) f(x h)
h 2h

Takovy postup neni pgilit vhodny, proto¥e dostavdme pouzeilgi¥zané hodnoty de-
rivace: pokud h je malé, projevi se zaokrouhlovaci chyby zpusobené poeédesu
aritmetikou; pokud h neni malé, dostanou se do popgedi chyby metody (éleny typu
hf °¢x)=2 apod.). Navic, pro vypoéet aproximace celého gradientunfikce n promin-
nych je potgeba zhrubar(+ 1)-krat tolik éasu, jako pro vypoéet puvodni funkce. Pgi
vypoeétu vytich derivaci pomoci pomirnych diferenci je psaost spoétenych hodnot
jetti menti a vypoéet jelti naroenijti.

Jinou metodou vypoeétu derivace funkce (programu) je tzvsymbolicka derivace
Ta aplikuje pravidlo getizeni (chain rule, vzorec pro deraci slo¥sené funkce, getizkove
pravidlo) zpravidla na symbolickou reprezentaci vypoetuwinkcef v pamiti poeitaee.
Jednd se tedy o symbolické Upravy. Vysledkem je symbolickyppis vypoetu derivace
funkcef v pamiti poéitaée. Zadany program viak velmi easto neobsajguexplicitni
vyjadgeni vzorce pro vypoéet. Navic tento program mu3ze byt znaéni dlouhy a
slo¥ity a v takovych pgipadech mu%se byt symbolické derivivdaroéné.

Toeti mo¥snosti vypoétu derivace pomoci poeitaeajtomatické derivovanial-
goritmické derivovani, automatic di erentiation, computational di erentiation, algo-
rithmic di erentiation). Aplikaci automatického derivov ani na program, ktery poeéita
hodnoty funkce, ziskamerogram, ktery vyhodnoti navici po¥adovanou derivaci této
funkce. Hlavni vyhody automatického derivovani jsou:

f 9x) nebo fqx)

transformaci programu lIze provést automaticky,
dostavame pgesné hodnoty derivace (chyba metody je nula),

vyhodnoceni celého gradientu skalarni funkce prominnych zabere pgi po-
u¥iiti zpitného médu automatického derivovaniejvyle etygnasobe&asu po-
teebného pro vypoéet hodnoty derivované funkce.

Automatickym derivovanim, jeho vlastnostmi a aplikacemi 8 budeme zabyvat
v této préci.



Z praktického hlediska je automatické derivovani u¥%iteermaetoda, kterd na-
chazi uplatnini ve vtech oblastech, kde je potgeba poeitatidvace pomoci poéitaee
{ v matematice, ruznych oblastech fyziky, prumyslu atd. Exstuje také mnoho im-
plementaci automatického derivovani, ze znamych jmenujnadespoo ADIFOR nebo
ADOL-C, viz [2] nebo [26].

Zaroveo probiha dalti vyzkum teoretickych vlastnosti a higani vylepleni po-
u¥aivanych metod, napgiklad v oblasti vyu%iiti struktury deovanych funkci nebo
gidkosti matic derivaci. Dale jsou zkouméana mo¥na vyleptémplementaci auto-
matického derivovani, napgiklad v oblasti optimalizace @tu numerickych operaci
a efektivniho vyu%iiti pamiti poéitaée.

Vyvoj a pouiti automatického derivovani pgimo souvisi sastnostmi a schop-
nostmi soudobych programovacich jazyku a jejich kompilata. Proto v poslednich
letech za¥siva automatické derivovani rozmach zajmu. Pnarhinky o automatickém
derivovani Ize vysledovat v 60. letech, kdy byl pgimy mod ps@n Wengertem (1964).
Dalti zlepteni vypracovali Kedem (1980), Rall [23] nebo Kagada [15]. Zaklady
zpitného mddu byly nezavisle na sobi pgedstaveny nikolika aematiky, napgiklad
Linnainmaaem (1969), Spielpenningem (1980) a Kimem (1984)z napgiklad [16]
nebo [7].

Literatury, ktera se zabyva automatickym derivovanim, je elké mnoastvi, zejména
z posledni doby. Mno¥sstvi odkazu Ize nalézt napgiklad v Bjavidelni jsou konany
konference o automatickém derivovani, viz napgiklad [13]][[6]. Zajimavy rozcestnik
s mno¥sstvim odkazu a literatury je na internetové adrek#p://www.autodiff.org



Obsah a cile

V prvni kapitole nejprve popiteme formalni tvar programu, a ktery budeme apli-
kovat automatické derivovani, a uvedeme zakladni pgedpa#ly. Odvodime program
pro vypoeéet prvni, druhé a vytich derivaci a jejich zakladinvlastnosti. Dale popi-
leme zakladni mo%anosti implementace programu odvozenyctoanatickym derivo-
vanim a odhad slo¥itosti odvozeného vypoetu derivace.

Jednim z hlavnich cilu této disertaéni prace byla implemeate technik automa-
tického derivovani do systéemu UFO. Proto ve druhé kapitolegpiteme systéem UFO
{ jeho principy a pouaiti.

Ve tgeti kapitole uvedeme, jakym zpusobem je automatickérdevani v systému
UFO mo%¥né vyvolat a pouit. Podrobni ukéa¥eme, jak jsme awttioké derivovani
do tohoto systému implementovali. Uvedené principy neplapouze v systému UFO,
Ize je toti¥% pouait obecni i v jinych systémech nebo aplikaci

Jednim z pgedpokladu automatického derivovani je, aby viket elementarni
funkce byly spoijité a% do toho @gadu, do jakého po¥.adujemecigpaderivace. Ve
etvrté kapitole rozligime mno%¥inu elementarnich funkci ikteré nehladké funkce,
eim¥: bude mo%no pomoci automatického derivovani spoeii@ky subgradient
zadané funkce (gradient nemusi existovat). Diky tomu se (j@@ v systému UFO)
mohou optimalizovat nehladké funkce pomoci metod nehladkgptimalizace s efek-
tivnim vypoetem derivace, respektive subgradientu, pomometod automatického
derivovani.

Uvedené metody budeme ve viech kapitolach demonstrovat nakalika pgikla-
dech.



Kapitola 1

Automatické derivovani

V prvni kapitole se budeme zabyvat hlavnimi principy autotického derivovani a
jeho vlastnostmi. Formalni popiteme tvar programu, na ktgr budeme aplikovat au-
tomatické derivovani, a uvedeme zakladni pgedpoklady. @fime postupy pro vy-
poéet prvni, druhé a vy!lich derivaci a jejich zakladni viamsti. Dale se zminime
o implemetaci programu odvozenych automatickym derivovdna o odhadu slo%i-
tosti vypoetu. Uvedeme nikolik (zamirni jednoduchych) pkiadu, které budou prin-
cipy automatického derivovani jasni demonstrovat. Nejpevvtak popiteme zakladni
vlastnosti automatického derivovani.

1.1 Vlastnosti automatického derivovani

Jak jsme ji% uvedli v pgedmluvi, aplikaci automatického deovani na program,
ktery poéita hodnoty funkce, ziskam@rogram, ktery vyhodnoti navici derivaci této
funkce. Tuto transformaci programulze provéstautomaticky, jak uvidime v kapi-
tole 1.6. Cely postup je zalo¥%en na pravidle getizeni (Vita2), které se aplikuje
na numerické hodnotyziskané vyhodnocenim elementarnich funkci { na rozdil od
symbolické derivace, kde se pravidlo getizeni pouiiva pymbBolické Upravy. Vy-
sledny program poeita hodnotu funkce a zaroveo jeji derivaw jednom konkrétnim
zadaném bodi a vysledkem je éiselnd hodnota (nikoliv symliady nebo explicitni
vyraz).

Postup pro vypoeet derivace, ktery automatickym derivovaim dostaneme, ma
chybu metody rovnou nule. Pokud by tedy poeitaéova aritmeta byla pgesna, do-
stali bychom odvozenym programem hodnotu derivace pgesiisi nejzajimavijti
vlastnost automatického derivovani je to, e vyhodnocerélého gradientu skalarni
funkce n prominnych zabere pgi pou%iiti zpitného médu automatickérderivovani
nejvyle etygnasobedasu potgebného pro vyhodnoceni derivované funkce. Pro oyp
eet druhych a vytich derivaci plati obdobné viastnosti.

Dali vlastnosti automatického derivovani vyplynou z nagdujicich kapitol.



1.2 Zakladni pgedpoklady

Abychom mohli popsat, jak automatické derivovani fungujeuvedeme nejprve for-
malni popis obecné struktury programu, na ktery budeme autoatické derivovani
aplikovat. Dale polo%ime zakladni pgedpoklady, které mbgt pro aplikaci automa-
tického derivovani splininy.

1.2.1 Soupis operaci

Pgedpokladejme, %e program, ktery chceme transformovaigfia hodnotu funkce

f :D R'"I R"
f o x 7" y=1(x):

Hodnoty funkce f se poéitaji programem, funkcé je tedy zadanaexplicitni. Ne-
boli f je slo¥eninzdkladnich funkci(elementarnich funkci, elementérnich operaci)
{ napgiklad seitani, nasobeni, sinus apod. Abychom mohlitamatické derivovani
pou¥it, musime byt schopni uréparcialni derivacezakladnich funkci.

Vyle uvedené neznamena, ¥e by vypoeet hodnbfx) musel byt popsan pouze
jedinou algebraickou formuli nebo ¥e by program pro vypoéeidnoty f (x) nemohl
obsahovat cykly, podminina vitveni, volani podprogramu aj

Pgedpokladejme, ¥e hodnoty viech parametru a vstupnich pianych jsou ji%
znamy, tj. prubih programu (viechny provadiné operace) jeips jednoznaéni uréen.
Bihem programu se postupni poeitaji vysledky jednotlivyctzakladnich operaci a ty
jsou pou¥sivany jako argumenty daltich zakladnich operaiia¥.dy takovy vysledek
zakladni funkce oznaéme;.

Pokud takto rozepiteme cely algoritmus vyhodnocetii(x) (pro konkrétni para-
metry a vstupni data) a pgipojime-li pgigazeni vstupnichgminnych x = (Xq;:::X;)
dovi,i =1 n;:::;0a pgigazeni vystupnich prominnych dp= (y1;:::VYm), dosta-
vame soupis operacicode-list). Jinak geéeno, soupis operaci je rozpis viegemci
po rozvinuti cyklu a podprogramu a po nalezeni spravnych cest pgi vitvepiogramu.

Viechny éiselné hodnotyv; spoétené bihem vyhodnoceni funkcé v jednom
konkrétnim bodi oznaéme nasledujicim zpusobem:

X y

Déle zavedeme relaci . dekneme, ¥je i pravi tehdy, kdy%. hodnota prominné
Vi zavisi pgimona prominné ;.

mentarni funkce, elemental function, library function), reboli
vi ="i(vj)j i (1.1)

kde (vj); i jsou viechny prominne, které pgimo ovlivouji prominnow;, tj. ty pro-
minné, ze kterych se poeita hodnota;. Navic budeme pgedpokladat, ¥%e indexy
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prominnych v; splouji vztah

neboli hodnotav; se poéita z hodnoty; s indexyj < i . Dale budeme po%adovat,
aby pokud je de novana hodnotav;, pak aby byly de nované i vtechny pgedchozi
hodnoty v; q, ..., Vi 1, neboli "posloupnost prominnychyv; je v ka%dém okam%aiku
souvisla". Tyto po¥sadavky Ize snadno splnit vhodnym oéigémim prominnych v;.
Program, ktery chceme transformovat, Ize tedy formalni pgesat do soupisu ope-

Vi n = X pro i=1;:::;n
Vi = "ivij); i pro  i=1;d
Ym i = Vi pro i=m 1;:::;0

Obrazek 1.1: Soupis operaci.

Proces vypoetu hodnotyf (x) je mo%ané popsat pomoci orientovanélgoafu vy-
poéetu Jeho vrcholy odpovidaji prominnymX;, v; a yx. Orientovana hrana vede
z vrcholu v; do vrcholu v, pravi kdy¥s prominna prominnav; pgimo zavisi na pro-
minné v;, nebolii  v. Graf vypoétu Ize vyu¥it napgiklad pgi hledani minimalniho
poetu provadinych numerickych operaci pgi vypoetu derivac tj. pgi vyuaiti struk-
tury derivované funkce. Viz napgiklad [24].

Pgiklad I.  Popisované principy budeme v celé praci demonstrovat na rakka ilu-
strativnich pgikladech. Pgedpokladejme nyni, ¥%e mame paogpro vypoeet hodnot
funkcef R?:M ! R de nované pgedpisem

Sinxy

f (X1;X2) = + X1Xo;

X1X2
kde M = f[x1:X,] 2 R% X, 6 0 a X, 6 0g. Chceme spoéitat hodnotwy = f ( =4;1)
a také jeji gradient v tomté¥% bodi.
Podle formélniho postupu uvedeného vy'e pgedpokladejme, #poeet hodnoty
f (x) probih& podle obrazku 1.2.
Graf vypoetu odpovidajici tomuto soupisu operaci je uvedera obrazku 1.3. []

Z&kladni funkce' ; jsou zamytleny hlavni jako "elementarni* funkce (napg. sei
tani, nasobeni, trigopnometrické funkce atd.), ale v prinpu to mohou byt i funkce
slo%.itijti, napgiklad vypoéet inverni matice atp.

Prominné v;;i = 1;:::;1 m je mo¥né chapat také jako vektorove, ne nutni
jako skalarni. Na pgimém ani zpitném mddu automatického dgovani tato Uprava
nic nezmini, vtechny postupy a vlastnosti Ize odvodit Uplnianalogicky jako ve
skalarnim pgipadi.

11



Vi = X1 = 7 = 0.7854
Vo = X2 = 1.0000
V1 = sinv 1 = 0.7071
Vo = V1 Vg = 0.7854
V33 = Vi=w = 0.9003
Vs = Vo+vz = 1.6857
y = v = 1.6857

Obrazek 1.2: Soupis operaci pro Pgiklad I.

X1 \%1 V3

X2 \Z Va y

Obrazek 1.3: Graf vypoetu pro Pgiklad I.

1.2.2 Totalni diferencial slo¥ené funkce

Pro uplnost vykladu pgipomeneme dvi zakladni tvrzeni o furgkch vice prominnych,
ktera jsme pgevzali z [14] a ktera uvedeme bez dukazu.

Vita 1.1
Nech» funkcef : R" ! R ma spojité viechny parcialni derivace v bodia. Pak
existuje totalni diferencial d (a) funkce f v bodi a. [

Vita 1.2 (pravidlo getizeni, chain rule)

Nech» funkcey(X1;:::;Xk), ..., Yn(X1;:::;Xk) maji totalni diferencialy dy,(a),
..., dy,(a) vbodi a=(a;:::;ak). Nech» funkcez(ys;:::;y,) ma totalni diferencial
dz(b) v bodi b= (yi(a);:::;yn(a)). Pak slo¥sena funkce

Z (X1;000Xk) = Z(Ya(Xas i Xe) s T i Yn(Xas i Xk))

ma totalni diferencial dz (a) v bodi a a plati

dz (a) = @Qyz(b) dyi(a) + + @%Z(b) dy,(a):

@z = @y OV @z, @Y.
A @y(b) adt @y(b) 'Y (1.2)

12



Pgedpoklad existence totalniho diferencialu na "vnijti"funkci z nelze zeslabit,
viz napgiklad [14].

Vita 1.2 je zékladni vitou, na které je automatické derivovai zalo¥seno. V nésle-
dujicim odstavci polo¥ime po¥adavky na zakladni funkcey, layly spininy teoretické
pgedpoklady pro automatické derivovani a aby ho tedy bylo rfné pouait.

1.2.3 Zakladni funkce a jejich vlastnosti

S ohledem na Vity 1.1 a 1.2, budeme v daltim textu pgedpokladsplnini nasledu-
jiciho pgedpokladu.

Pgedpoklad 1.1 (Diferencovatelnost zakladnich funkci)

Nech»d je pgirozené eislo. Vtechny elementarni funkte, i =1, ..., | jsou d-
krat spojiti diferencovatelné na svém de nienim oborlD; R", kde D; je otevgena
vR". O

Pro praktické Uéely jsou dostaeujici pgipady = 1 (pro vypoeet prvni derivace)
nebod = 2 (pro vypoéet druhé derivace). Jasnym dusledkem pgedpalll 1.1 je
nasledujici vita.

Vita 1.3
Nech» plati pgedpoklad 1.1. Pak

D = fx 2 R";hodnotaf (x) je de novana soupisem operaci na obrazku Qg1

je oteveena mno¥%inaR" a navicf 2 CYD). [
Dal'i ze zndmych vit o funkcich vice prominnych tvrdi nasledjici.

Vita 1.4
Nech» funkcef : R" ! R ma totalni diferencial v bodi a. Pak existuji viechny
parcialni derivace funkce v bodi a a jsou koneené. []

Pgedpoklad spojité diferencovatelnosti elementarnichnfkci a%s do gadd na ote-
vgené mno¥irD; v R" Ize zeslabit na poYsadavek spojitosti derivaci zakladnicimkci
' a¥%do gado 1 a souéasni existence totalniho diferencialu pra( 1)-ni derivaci
zakladnich funkci' ;, oboje na otevaené mno%.ibi; v R" (stejné jako za puvodnich
pgedpokladu). Pravidlo getizeni (vita 1.2) plati toti% i zaichto slabtich pgedpo-
kladu a vtechna odvozeni automatického derivovani Ize prést naprosto analogicky.
Dostaneme tak stejné vysledky, jaké jsme ziskali za puvodhipgedpokladu.

V kapitole 4 se budeme zabyvat vypoétem subgradientu pomaaiitomatického
derivovani. Vyte uvedené pgedpoklady o zakladnich funkeciam budou jelti zesla-
beny.
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1.3 Vypoeet prvni derivace - pgimy mod

Pgimymaod automatického derivovani (forward mode, tangent) namrao¥sni poéitat
derivace vtech vystupnich prominnychy;;:::y, hajednou podle zadaného smiru.
Pro aplnost si zopakujme jedno znameé tvrzeni z [14].

Vita 1.5
Nech» funkce : R"! R ma v bodi a totalni diferencial df (a). Pak pro derivaci
funkcef v bodi ave smiruv = (vi;:::;v,)", tj. @f (a), plati
X of
f(a) = —(a) vi:
@@= G v -

i=1

1.3.1 Vlastnosti a odvozeni pgimého mddu

Soupis operaci na obrazku 1.1 zderivujeme s pomoci pravidatizeni (Vita 1.2).
Pgesniji geeeno, ke ka¥.dé zakladni operaci

Vi =" i(Vidk i
pgidame novowsdru¥senowperaci

X .
v = @—\I/(Vk)k i Vi (1.3)
pi )

kterd je derivaci puvodni operace. Tim jsme ke ka¥.dé proméw pgigadili novou
sdru¥senogprominnou v;, ktera je jeji derivact. Uvodni a zavireénou ast soupisu
operaci doplnime analogicky. Takto ziskamedru¥senysoupis operaci, ktery je na
obrazku 1.4.

Vin = X A
Vin = X i=1;:::n
Vi = ik i
P y i=1;:::1
Vi = jig_}l,(vk)ki Vi .
Ym i = Vi _ ..
Yo i = Vi i=m 1;:::0

Obrézek 1.4: Soupis operaci odvozeny pgimym modem autorckatho derivovani.

Jeho vstupnimi parametry jsou bodx, ve kterém poéitame derivaci, a vektox, _
ktery znamena smir po¥%adované derivace. Pokud chceme udgtivaci podlei-té
nezavislé prominné, tj. ve smirui-tého vektoru kartézské bazes, vezmeme zax _
pravi g. Pokud bychom po¥adovali derivaci ve smirs, staei provést tenty¥ soupis
operaci jen s tou zminou, ¥e 2adosadimes.

1Bihem nikolika gadku bude zgejmé, derivaci podl@@ehomame na mysli.
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Ka¥idév;,_je derivaci v; v bodi x ve smiru x. Provedenim celého sdru¥.eného

Odvozeny soupis operaci poéita hodnoty smirovych derivatf(x) x. Zduraz-
nime, ¥%e bihem tohoto vypoetu nedojde explicitni ke spoétéewcelé Jacobiho ma-
tice f {x), ale pgimo ke spoéteni hodnotf/{x) x. Analogicka situace nastava ve
viech metodach dale uvedenych, nezminime-li jinak.

Je mo¥uné také spoeéist derivaci podbesmiru najednou, pokud prominnouXx_
budeme uva¥sovat jako matici, v jeji%a sloupcich jsou ulo¥jedpotlivé smiry. V tom
pgipadi chapeme prominn&;_jako vektory.

Demonstrace na pgikladu I. Nava¥seme na vyle uvedeny pgiklad | ze strany 11.
Chceme spoéist gradient funkck v bodi ( =4;1),tj. r f(=4;1).

Nejdgive spoéitdme derivaci podbe;. Na ka¥ady gadek soupisu operaci z minu-
lého pgikladu aplikujeme pravidlo getizeni. Tim dostavamsoupis operaci, ktery je
uveden na obrazku 1.5.

X1 7 0.7854
X3 = 1 = 1.0000
X, = 1 = 1.0000
X2 = 0 = 0.0000
Vi = sin X1 = 0.7071
Vi = COSX; X3 = 0.7071
Vo = X1 Xo = 0.7854
Vo, = X3 X+ Xo X3 = 1.0000
V3 V=V = 0.9003
Vs = (M vz w)=w = 0.2460
Va = Vot V3 = 1.6857
Vy = Vot V3 = 0.7540
Yy = VW = 1.6857
Y = VW = 0.7540

Obrazek 1.5: Soupis operaci odvozeny pgimym modem autoriggho derivovani pro
Pgiklad 1.

Vimnime si, ¥%e kromi hodnoty derivace@f=@x = 4; 1) jsme také spoeetli hod-
notu f ( =4;1). Pokud bychom chtili vypoéitat jelti derivaci podle druhé prominné,
totiva@f=@x = 4; 1), provedeme tento soupis operaci znovu, ale s poeateéenhmd-
notami (x1;%2) = (0;1). ]

1.4 Vypoeet prvni derivace - zpitny mod

A%, do této chvile jsme se zabyvali pgimym modem automatickétierivovani. V
tomto odstavci odvodime zpitny méd automatického derivovdi, ktery je v mnoha
ohledech zajimaviji a poskytuje vitti praktické vyuaiti.
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Pokud je f skalarni funkce, tj. m = 1, pomoci zpitného médu automatického
derivovani (reverse mode, adjoint, gradients) spoéitdmeji gradient. Pokud je f
vektorova funkce, ti. m > 1, spoeitame linearni kombinaci gradientu jednotlivych
slo¥aek;, respektive gradienti-té komponenty funkcef pgi vhodné volbi parametru.

1.4.1 Vlastnosti a odvozeni zpithého médu

Odvozeni zpitného mdédu automatického derivovani je mo¥snikalika zpusoby. Zde
provedeme odvozeni pgimo z pravidla getizeni a potom z pdioddu. Oba ziskané
postupy budou a% na malé detaily stejné.

Odvozeni zpitného moédu z pravidla getizeni

Pro jednoduchost vykladu budeme nejprve pgedpokladat, e= 1, neboli vystupni
hodnotav, = y 2 R je skalar. Numerické hodnoty ziskané bihem vypoétu splouji
tedy oznaéeni

Obecnijtim pgipadem, kdyy 2 R™; m > 1, se budeme zabyvat pozdiji.
Zaveime nové prominné

vi=%:;; i=1 n;:i:o0l

Vita 1.6

Plati nasledujici rovnosti
(@ vi =1,
(b) proj =1 n;:::;1 1 plati

X |
V| = - jvi @,\/: (1.4)

Dukaz.

() Zoejmé.

(b) Tuto rovnost uka¥eme ve specialnim pgipadi, kdy praviitgrominné v, , v,
avi, pgimo zavisi na prominné;, tj. j i1,j] ixaj iz V jiném pgipadi
je dukaz naprosto analogicky.

Hodnotu v, = y je mo%né vyjadgit jako funkci prominng; a dal*ich promin-
nych vp,, ..., vy, které na prominnév; vubec nezavisi. Neboli
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Proto¥:e vtak prominnév; ovlivouje prominne v;,, vi, aV;,, je mo¥ané promin-
nou v, = y vyjadgit jako funkci prominnych vi,, v, a v, a dalevy,, ..., vy,
tj.

Tuto funkci bychom zde mili oznaeit spite jakov,, ale pro jednoduchost tak
nebudeme einit. Proto%®;,, vi, a vi, jsou funkciv; (a mo¥%na i nikterych
daltich prominnych), Ize psat

Vi, = Vi (v,
Vi, = Vi, (virii);
Vi, = Vig(vj;iin):

Pou%iitim vyle uvedenych vztahu mu3eme psat
Vi = ViV (V5 s )s Vi (Vs i) Vig (V5 500) Vpgs 055 V)
Aplikaci pravidla getizeni na tuto rovnost dostavame

@v @v @y, Qv @y  Q@v @y

@ @y @y @y Qv @y Qy
@v @y, , @v @y,

@y @y @y @y
Proto¥e viakvy,, ..., Vp, nezavisi nayv;, je
% = = @M =0:
@y @y

Odtud ji%a
@Qv_ @v @M+ Qv @M+ Qv @

@Qv @y @y @y @y @y @y

V obecném pgipadi

av_ X ev ey

@v .. ,0Gv ey
neboli
J - | @JV

Tim je dukaz proveden. []

Z pravi dokazaného vztahu (1.4) vyplyva, %e pro vypoéet hooly v; staéi znat

(mimo hodnot pgislutnych parcialnich derivaci) hodnoty mminnych v; proi |,
nebolivi, vi 1, ..., V1.

Tohoto pozorovani vyu¥siva algoritmus vypoétu hodnot degaei pomoci zpitného

moédu: nejdgive se pgigadi = 1. Dale se postupni poéitaji hodnoty prominnych

Vi .V 2,...,V1, Vo,V 1, ..., Vi n Zji% spoétenych hodnot. Proto¥se viak
we@v_ety .. _ Qv _ @ex.
"ey @ T " @v. @x'

17



Vi =ik i=1;::0
y =V
\Y| =1
forjzlp ool ndo
— @'

Vi = Vi gy (ki
end for

_@@;(:):Vin i=n;:l

Obrazek 1.6: Soupis operaci odvozeny séitanym zpitnym mdadeautomatického
derivovani.

derivace pomoci zpitného médu je uveden na obrazku 1.6.
Tento postup vypoétu derivace nazvemseitanymzpitnym modem. V jeho prvni

easti probiha vypoeet hodnotv; ,, ..., v, tedy f (x) = v;, ve druhé éasti probiha
vypoéet hodnotv,, ..., vy n, tedyr f(X) = (Vs n;:::;Vo). Vypoéet hodnot probiha

v pogadiv;, V| 1, ..., V1 n, proto se tento moéd automatického derivovani nazyva
zpitny.

Prakticka realizace tohoto postupu neni jednoducha, prot@ée obvykle nezname
ty indexy i, pro kteréi  j, neboli indexy tich prominnych v;, pgi jejich¥a vypoétu se
pou¥ila hodnotay;. Tuto nevyhodu Ize pomirni jednodu'e odstranit pgeformulai
sumace, jak je ukadzano v soupisu operaci na obrazku 1.7. T@mostup nazveme
naséeitavanymepitnym modem. Jeho numerické vysledky jsou stejné jako nusnické
vysledky ziskané séitanym zpitnym modem.

Vi n = X i=1;:::;n
Vi = ik i i=1;::::1
y =V
V| =1
Vi =0 i=1 L:::;1 n
fori=1;:::;1do

forj ido

Vi =V + g_}i,(vk)ki

end for
end for
_@@;(:) =V i=n;::l

Obrazek 1.7: Soupis operaci odvozeny naseitavanym zpitnynodem automatického
derivovani.
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Poznamka. Pgedposledni krok v pravi uvedeném naséitavaném zpitném tho
(obrazek 1.7), toti%a

fori=1;:::;1do
forj ido
Vi= ViV Gk
end for
end for,

ve kterém dochazi k vlastnimu vypoétu hodnovs, Ize popsat jako:

Ber postupni jednu operaci za druhou v opaeném pogadi, ne¥kdse poéitala
hodnotaf (x), tj. vezmi nejdgivev, = ' |(Vi)x 1, pakvy 1 =" 1(Mdx 1 1, -« -,
a nakonecv; = ' 1(W)k 1. Pro ka%dou z tichto operaci udilej:

{ Pro ka¥dou z prominnych na prave strani, tj. pro ka¥dou ;] [
(zpracovavame-lii-tou operaciv; = ' (Vi) i), udilej:

K prominné v; pgiétiv, g—'}i’(vk)k i

[]
Tuto operaci
B @'
Vi =Vt Vi ——(Vik i
v
nazyvejmepgidru¥senooperaci k operaci

Vi =ik

a prominné v; nazyvejmepgidru¥senprominné.

Demonstrace na pgikladu 1. Nava¥zeme na vy'e uvedeny pgiklad | ze strany 15.
Chceme spoeist gradient funkce v bodi ( =4; 1).

Podle vy'e uvedeného postupu dostavame naséitavany zpitnyod, ktery je uve-
den na obrazku 1.8. Tim jsme spoéetli hodnoty = f(=4;1) = v, = 1:6857 a
gradientr f (=4;1)=(v 1;vo) =(0:754Q 0:1149) ]

Zatim jsme se omezili na situaci, kdy 2 R byl skalar. Jak uvidime v daltim
odstavci, je mo¥ané pou%it zpitny mod automatického derigow i pro funkcey =
f(x) 2 R™, m > 1. Spoéeteme vlak pouze gradient jedné slo¥iky vektoruresp.
gradient nijaké linearni kombinace slo¥ek vektory

Obecni zpitny méd poeéita hodnotu souéinu

(Vi me1iVi me2;ii5v) FAX);
kde f x) znaéi Jacobiho matici funkcef (X) @ Vi m+1;Vi ms2;:::;V, jsou pgedem
zadané koe cienty. Zpitny mod tedy poeita linearni kombinai gradientu jednotli-
vych slo¥ek funkcg(x), neboli gradient soueinu{; m+1;Vi m+2;:::;v) f(x). Pokud
chceme spoéitat gradient napgiklad pgedposledni slo¥kyove y, pak na zaeatku
zpitného médu pgigadime, =0, vy 1 =1, v, =0, ..., V| m+1 =0.
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Vi = X1 = -+ =0.7854
Vo = X2 = 1.0000
V1 = sinv 1 = 0.7071
Vo = V1 Vo = 0.7854
V3 = Vi=V, = 0.9003
Vs = Vot V3 = 1.6857
y = Vg = 1.6857
vy, = 1.0000
Vi = 0 i=3;::0 1
V3 = V3+ Vg = 1.0000
Vo = Vot Vg = 1.0000
Vi = Vit V3= = 1.2732
Vo, = Vptvg ((vmVg) =
= Vo V3 V3=V = 0.1463
Vo = VotV V4 = 0.1149
Vi = Vi+V = 0.1463
Vi = Vi+vy cosv, = 0.7540
ot - v, = 0.7540
% = = 0.1149

Obrazek 1.8: Soupis operaci odvozeny naseitavanym zpitnynodem automatického
derivovani pro Pgiklad |.

Poznamka. V nésledujicim odstavci odvodime zpitny mod automatickéhale-
rivovani z pgimého modu automatického derivovani pomoci ti@vého vyjadgeni
Jacobiho maticef {x) jako souéinu matic, jejich¥s prvky jsou parcialni derivacele-
mentarnich funkci' ;(x). Na toto maticové vyjadgeni Jacobiho maticé {x) Ize po-
hli%et jako na souéin matic, jaky bychom dostali pomoci piidia getizeni (neboli
derivace slo¥ené funkce) pro vektorove funkce.

Odvozeni zpitného médu z pgimého modu

Pgimy méd automatického derivovani, jak jsme ho popsali wna obrazku 1.4, Ize

pgepsat jako souein matic a vektorn. Proi =1;:::;l aproj i oznaeme
@'
., = V,
Gij @JV k)k i
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0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 E
0 0 1 0 0 0
A = 2 RN (n+1).
! G.1n Ci;2 n Ci;i 1 0 0 0 ;:
0 0 0 0 1 0 E
0 0 0 0 0 1
(1.5)

kde ¢; jsou na (0 + i)-tem gadku.
Oznaémel , jednotkovou matici o velikostin n. Dale oznaeme

P, = (1,;0;::::0)2 R" (™D (1.6)
Qm (0;::::0;1 ) 2 R™ (D) (1.7)
matice, které zobrazuji vektor délkyn + | na jeho prvnichn slo¥sek, resp. poslednich

m slo%aek.
Z pgimého mddu automatického derivovani vyplyva, ¥%e hodnaterivace

y="19%) x
mu¥eme vyjadgit jako souéin matic tvaru
Y= QuAA 1 AAPX

Srovnanim tichto vztaht ziskavame reprezentaci Jacobihoatice f {x) jako souéin
matic ve tvaru
fAX) = QmAA 1 AAPT2R™ ™ (1.8)

Jak jsme ji% naznaéili, zpitnym médem chceme dostat deriage tvaru
x=y fqx): (1.9)

Zde jsme pro jednoduchost zavedli nové prominné, kdeje pouze zkratka za pro-
minné (Vi m+1, Vi m+2; ---, Vi). Obi strany vyrazu (1.9) transponujme. S vyu%itim
vyjadgeni vztahu (1.8) tak vlastni chceme spoéist hodnotwséinu

x" = P,ATA; Al ATQLYT: (1.10)

Vynasobeni vektoruy™ matici QT zleva vnogi vektory” do R"™! s tim, %e se jeho
hodnota umisti na poslednichm prvku. Takto vznikly vektor budeme nadale znaeéit

nezmininy, zatimco viechny v pro | I jsou zvitteny o v; ¢;. Samotnév; je
nasledni vynulovano. Nakonec po vynasobeni matié] je pouze prvnichn hodnot

y fqx).
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Vi n = X i=1:::::n

Vi o= ik i=1;:001
Ym i = Vi i=m 1;:::;0
Vii = Ym i i=0;:::;m 1
Vi =0 i=1 m:::;1 n
fori=1I;:::;1do

forj ido

Vi =Vt %_}i,(vk)ki

end for
end for
Xji = Vin i=n;::l

Obrazek 1.9: Soupis operaci odvozeny naseitavanym zpitnynodem automatického
derivovani.

Odvozeny vzorec je mo¥né pgepsat do postupu na obrazku lehtd postup
je v podstati shodny s postupem, ktery jsme odvodili pomocirpvidla getizeni
(obrazek 1.7) { nyni vtak pgimo ji% pro situagi 2 R™, m > 1.

Poznamenejme, %e jsme spoéitali hodnotu sougin{x) a také funkeni hodnotu
f (x), ale nespoéetli jsme hodnotdi {x) explicitni.

Demonstrace na pgikladu |I. Nava¥.eme na vyle uvedeny pgiklad | ze strany 19.
Plati, %en =2, m =1 a | = 4. Matice (1.6) a (1.7) jsou tedy rovny

2R26

P, = 10‘0000

0 10 0 0 O

Q= 000001 2R" S
Déle, pro matice (1.5) plati

® 1 ofojooot © 1 oojooo”

0 10000; 0 1/0j0 00
A = o or]0/0 0 0O _R cosv, 0[0[0 0 0

0 001005-{ 0 ofo[1 00
0 010010 0 o0/0j010
0O 00001 0 0/0j0 01

° 1 ofojoo o’
0 1/0j000

_ B 07071 0[0]0 0 0f, o6

0 ofo[1 00
0 o0j0j0 10
0 0/0/0 0 1

N
N



a dale

01 0 oooo1 O1oooool
0O 1 o0]0|/0oO 0O 1 0/0o|/0 O
A = 0O 0 1/0/00& BO 0 1/0/0 O
> T B & % Sz[0l0 0" RBwvw vy 0/0][0 0
0 0 o001 0 @0 0 O0/0]1 O
0o 0 00011 0O 0 0/0|/0 1
1 0 o0]o]lo o
0O 1 o0/0ol0oO
_ 0 0 1ooo2R66
1 07854 0/0|0 O ’
@0 0 0/0]1 0
0O 0 0/0l0 1
01 0 0 ooo1 01oo 0 00l
0O 1 0 o01/lo0]|0 01 O 0 |00
_ 0O 0 1 o0f0/0& Boo 1 0 |00
As = 0o 0 0 1|0l0&E Boo o 1 |olo
o G & C:10l0A @0 0 Fw vimZ|0]0
0o 0 O 001l 00 O 0 |01
10 O 0 0]0
01 O 0 00
_ 00 1 0 00 5 6
= Boo o0 1 |ojog 2R
@0 0 12732 1:1463/0]0
00 O 0 01
a koneeni
1 1
01 0O 0 0 o]0 O100000
0O 1 0 0 o0]0 010000
_ 0O 0 1 0 O0(0& BOO1lO0HO0O0 6 6.
At=B o0 0 0 1 0|0E Booo1o00&2R™
O 0O O 0 110 00O0O0 10
(@) Q’ @’ @’ (@)
g & & G Guig 000110
Dosadime-li nyni do (1.10) je'tiy = 1, dostavame
0:7540
XT = PnAIA-Zr A;r lAITQ-nrwyT = 01149 ’

a tim jsme tedy spoeetli k1;xp) = r f(=4;1)=(0:754Q 0:1149) ]

Zatim jsme na prominnév; pohli%eli jako na pomocné prominné. Lze ukazat, ¥%e
jejich vysledné hodnoty charakterizuji citlivosty f (x) na malou zminu v;. Pgesni
geéeno, zmiome operagj = ' {(Vk)x i Ze soupisu operaci na obrazku 1.1 na operaci

Vi =ik it (1.11)
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kde ; chapeme jako novou nezavislou prominnou. Pak ji% lze ukazéte

vi = £’?(y fx) (1.12)

i=0

Podrobnosti Ize najit napgiklad v [5].

Je také mo%ané spoeéist gradientygsruznymi vahami najednou, pokud promin-
nou y budeme uva¥sovat jako matici, v jeji% gadcich jsou ulo¥edmgtivé vahové
vektory. V tom pgipadi chdpeme prominnéy; jako vektory.

1.5 Vypoeet druhych a vy'tich derivaci

V tomto odstavci popiteme, jak pouiit automatické derivowd pro vypoeet druhych
nebo vytich derivaci pomoci aplikace zpitného a pgimého tha

1.5.1 Vlastnosti a odvozeni vypoétu druhych a vy!tich de-
rivaci

Pro pgehlednost zopakujme, %e nezavislé a zavislé promipwé vypoetu hodnot

y = f (X) jsou oznaeeny takto:

=X =y

Program pro vypoeéet druhych (nebo vy'tich) derivaci je mo¥%nodvodit kom-
binaci pgimého a zpitného modu. Nejdgive na zadany programplikujeme zpitny
mod, odkud ziskame program pro vypoeet gradientu funkde (nebo gradientu va-
Yseného souety f(x)). Na tento program aplikujeme pgimy moéd a ziskame tak
program pro vyhodnoceni druhych derivaci ve tvaru

y £%%) x+y fUx); (1.13)

kde y_je vstupni parametr, podobni jakox neboy. Vyraz (1.13) oznaéme jakox.
Abychom spoeéetli pouze druhou derivaci tvary f °{x) x, je potgeba pgedem pgigadit
y=0.Vyraz y f%x) x chapeme v této souvislosti jako

y %) x= —@y fqx+ x) 2R™ (1.14)
@ =0
Pgislutny soupis operaci ziskame napgiklad tim zpusobemaplikujeme pgimy
mod na soupis operaci ziskany naséitavanym zpitnym modem larazku 1.9.
Z vyrazu
i

@y

Vi =V (Vi i

pgitom odvodime

0

VAR VAE VA @(Vk)k i+ Vi @(Vk)k i (1.15)
v v
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kde
@(Vk)k i 0: * @ (Vidk i W
@y . @vav
Vysledny soupis operaci je na obrazku 1.10. Po provedeni tod soupisu operaci
jsou po¥adované hodnoty druhych derivagi f °¢x) x ulo¥seny v prominnych

Xj

Vi = e,
Vin = X I_l’ '
Vi = ik
P . =1;::::1
Vi = jig_}l,(vk)ki\[j_ ! ’
Ym i = VI _ ..
Vo i = v i=m 1;:::0
Vi :yml e
v =0 I =0; 'm
Vi =0
v - 0 i=1 n;::ol
forj =1;:::;1do
forj i
Vi =Vt g—}i,(vk)ki
Yo=Y gk itV |i@@;,—l@iv(vk)ki vi
end for
end for
Xi =Vin .....
X, - v . I=n;:::;1

Obrazek 1.10: Soupis operaci pro vypoeet druhych derivacfjvozeny naseitdvanym
zpitnym moédem a naslednou aplikaci pgimého modu.

Pgi vyhodnoceni druhych derivaci jsme "jako vedlejti prodit' také spoéetli
hodnotu prvnich derivaci tvaruf {x) x (jako kdybychom provedli pgimy maod) a
takéy fqx) (jako kdybychom provedli zpitny mad).

Nazorné schéma odvozeni programu pro vypoéet druhé derigge znazornino
na obrazku 1.11.

Podobni jako v pgimém mddu, je mo¥ané spoeist derivace podbe smiru zaro-
veo, pokud budeme uva¥zovat prominnox jako maticovou.

Vy!ii ne¥% druhé derivace mohou byt ziskdny analogicky jednaplikaci zpitného
modu a nasledni nikolikanasobnou aplikaci pgimych médu.
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Program Program Program
pro vypoeet pro vypoeet pro vypoeéet
y="f(x) ! y = f(x), ! y = f(x),
aplikace x=vy fqx) aplikace y=fqx) x,
zpitného modu pgimého médu x =y f{x),
x=y fRx) x
(Obrazek 1.1) (Obréazek 1.9) (Obréazek 1.10)

Obrazek 1.11: Schématické znazornini odvozeni programuopvypoéet druhé deri-
vace.

Demonstrace na pgikladu |I. Nava¥seme na vyle uvedeny pgiklad | ze strany 22.
Chceme spoeist hodnotu druhych parcialnich derivaci fur&é v bodi ( =4;1).

Nejdgive na soupis operaci pro vyhodnoceni funkcena obrazku 1.2 aplikujeme
zpitny méd s hodnotouy = v, = 1. Dostaneme tak soupis operaci na obrazku 1.8,
na ktery aplikujeme pgimy méd s hodnotamk; = 1, X, = 0 a y = 0. Ziskame
tak soupis operaci na obrazku 1.12, ktery spoéte hodnaty = @=@%f (=4;1) a
X2 = @=(@x@x) f(=41).

Pro vypoeéet zbyvajicich dvou hodnot parcialnich derivacd®@=(@x@x) f ( =4; 1)
a @=@%f ( =4; 1) staéi provést tenty¥s soupis operaci (obrazek 1.12), ajgogatee-
nim nastavenim hodnoty = v, =1, X; =0, x,=1a y=0.

Jak jsme ji% poznamenali vyte, kromi hodnot druhych derivagsme spoeetli také
hodnoty prvnich derivaci ve tvaruf { =4;1) x ay f Y =4;1), tj. hodnoty derivaci,
které jsme puvodni ziskali jen pgimym a jen zpitnym médem. []

1.6 Zpusoby implementace automatického deri-
vovani

V pgedchozich odstavcich jsme popsali zakladni principytamatického derivovani.
V tomto odstavci ukd¥seme, jak tyto metody prakticky aplikogat na zadany program,
aby poeéital i po¥adované derivace.

Tato kapitola si neklade za cil a ani nemu%se byt detailnim pigem implementace
automatického derivovani. Spile uka¥seme zakladni techni& praktické postgehy.
Konkrétni implementace je ostatni zavisla na pou¥sitém syshu.

Automatické derivovani je transformace programu program pro vyhodnoceni
funkénich hodnotf (x) je transformovan na program pro vyhodnoceni funkénich
hodnot f (x) a jejich derivaci, za pou%iti pgimého nebo zpitného modupsaného
vyte. Tato transformace programu lze provést rueni nebo (\epim pgipadi) jinym
programem. Tato transformace mu%se byt provedemaitomaticky bez zasahu u3ziva-
tele, odkud také pochazi pojmenovardutomatickéderivovani. To je jedna z velkych
vyhod popisovanych metod.

V pgedchazejicich odstavcich jsme popsali transformaadipsu operaci, ale vstu-
pem je program. Tento rozpor snadno odstranime vysvitleniqrincipu transformace
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Vi = X1 = ;=0:7854
Vo1 = X1 = 1.0000
Vo = X = 1.0000
Vo = X = 0.0000
Vi = sinv g = 0.7071
Vi = COSV i1 Vi = 0.7071
V2 = Vi1 VW = 0.7854
Vo = Vi1 VotV Vi = 1.0000
V3 = V=W = 0.9003
V3 = (1 V3 Vo)=% = 0.2460
\ = Vot V3 = 1.6857
Vs = VL + V3 = 0.7540

y = = 1.6857
y = Wy = 0.7540
\ =y = 1.0000
Vg =y = 0.0000
Vi = 0 =3;::; 1
Vi = 0 i=3;:: 1
V3 = Va3t v, = 1.0000
V3 = Va3tV = 0.0000
Vo = Vot vy = 1.0000
Vo = Vot = 0.0000
\Z1 = Vit Va=w = 1.2732
A = Wi+ VW3S V3 VomV8 = 1.6211
Vo = Vo V3 V3=\, = 0.1463
Vo = W V3 Vasw Vi (v 2z V)=V = 1.7727
Vo = VotV V4 = 0.1149
Vo = VYtV Vi+V, Vg = 1.2460
Vo1 = VitV Vg = 0.1463
Vo1 = Vi1tV Vot Vo \p = 1.7727
Vo1 = VvV 1+Vy COSV ; = 0.7540
Vo, = \Vi+\V; COSV, Vi SNV Vi, = 0.2739
Gf=@% = Vv = 1.2460
@f=@x@% = Yo = 0.2739

Obrazek 1.12: Soupis operaci pro vypoeet druhych derivaofjvozeny zpitnym mo-
dem a naslednou aplikaci pgimého médu pro Pgiklad I.

a nepgedstavuje ¥adny problém.

Déle popiteme nejen podobu odvozenych programu, ale zejragyostup, jakym
odvozeny program z puvodniho programu ziskat. Popiteme tggak ma automatické
derivovani vlastni pracovat. Budeme se dr¥et spite na obgdnrovini, konkrétni
podminky jsou toti% zavislé na systému, ve kterém automa& derivovani imple-
mentujeme.
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Kromi vlastni transformace zadaného programu je nutné ke ensformovanému
programu pgipojit soubor (balik) pomocnych procedur a fuk, které budou timto
programem vyu¥ivany. Jedna se napgiklad o deklarace noviyghu prominnych,
jejich inicializace, pomocné procedury nebo pozmininé daice zakladnich funkci
(aby napgiklad obsahovaly i jejich sdru¥ené operace). Rudmhosti budou ukazany
v daltich odstavcich.

Z&kladnimi metodami implementace automatického derivové jsou pgeti¥seni ope-
ratoru a funkci nebo pou%itim preprocesorikteré v nasledujicich odstavcich popi-
leme.

1.6.1 Pgeti¥seni operatoru a funkci

Technika pgeti%eni operatoru (napgiklad operatoru +,nebo =) nebo funkci (na-
pwiklad funkce sinus nebo funkci de novanych u¥ivatelemg)\ye srovnani s pou¥aitim
preprocesoru jednodulli a pgehlednijti. Byva podporovamaodernimi programova-
cimi jazyky, napgiklad C++, Adou nebo Fortranem 90. Je zal@¥a na jejich schop-
nosti rozliit pgi volani operatoru (funkci)poéeta typ parametru a diky tomu vybrat
mezi operatory (funkcemi) se stejnym jménem tu de nici opétoru (funkce), ktera
odpovida zadanym parametrum. Napgiklad, kdybychom mili évruzné typy pro-
minnych typA atypB a dvi de nice podprogramuPP(jednu pro pgipad, kdy vstupni
parametr je typu typA, a druhou pro pgipad, kdy vstupni parametr je typuypB),
p@i volani podprogramuPP(ProminnaTypuA) resp. PP(ProminnaTypuB)pgekladae
podle typu parametru rozliti, jakou de nici procedury PPma zavolat.

Vyhoda pou¥iiti technik pgetiaeni je, e témig cely zadaognam mu3ae byt pai
aplikaci automatického derivovani ponechan beze zminy.

V nasledujicich odstavcich pgedvedeme jednoduchy zpusaoiplementace au-
tomatického derivovani pomoci pgeti%eni operatoru a funkcprogramovacim ja-
zyce C++. Viechny ukazky jsou jednoduché a navic je okomeneme, tak3se je Ize
v pgipadi potgeby snadno pgevést do jiného programovaciapyka. Vice informaci
0 jazyce C++ je mo%né nalézt napgiklad v [25].

Prvni derivace - pgimy mod

Popiteme jednoduchy postup, jak pomoci pgeti%eni operatarfunkci implemento-
vat pgimy mod automatického derivovani, ktery jsme odvodiv kapitole 1.3. Timto
zpusobem vyhodnotime derivaci v zadaném smiru.

Zavedeme novy typ prominné, ktery oznaéimeoublet . Tato struktura (tgida)
obsahuje dvi prominné typudouble (realné éislo). Tyto dvi slo¥ky slou¥ai pro ulo¥seni
hodnot prominné v; a jeji sdru¥ené prominng;.2 Neboli

class doublet /I definice tgidy doublet
{ /I obsahujici funkéni hodnotu
/' a hodnotu derivace
public:
double v; /I funkéni hodnota v_i
double vdot; /I hodnota derivace v_i s teekou

2V celé kapitole 1.6 budeme pro jednoduchost pgedpokladate3technyv; jsou skalary.
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h
Provedeme-Ili nyni deklaraci
doublet a;

nade nujeme tim prominnou a typu doublet . Na jeji slo¥%kuv se pak odvolame
pomoci vyrazua.v a bude v ni ulo¥ena hodnotg. Na slo¥kwdot se odvolame
pomocia.vdot a bude v ni ulo¥sena hodnota derivacge. _

Nyni mu¥seme de novat nové funkce, jejich%a vstupni nebo wjsti hodnoty jsou
typu doublet . Diky tomu pgeti¥%ime elementarni matematické funkte. Budou
provadit nejen obvyklé vyeisleni své hodnoty, ale také sptadi pgislulné sdrusené
operace. Napgiklad funkci sinus mu¥eme pgeti¥it naskddujipusobem.

doublet sin (doublet a) /I definice funkce sinus, jejim¥a
/[l vstupem je prominna typu doublet

{ /I a vystupem prominna typu doublet

doublet b;

b.v = sin (a.v); /I vypoéet funkeni hodnoty

b.vdot = cos (a.v) * a.vdot; // vypoéet derivace

return b;
h

Pokud prominné x a y jsou typu doublet a zavolame funkciy = sin(x) , pak
se timto provede nejen pgigazenv = sin (x.v) , ale i pgislulna sdru¥ena operace
y.vdot = cos (x.v) * x.vdot . Pokud bychom zavolali funkcisin na prominnou
typu double, provedla by se funkce sinus, jak je de novana vyrobcem pdattaée.
Vysledkem by byla prominna typu double.

Operator * mu¥seme pgeti¥iit analogickym zpusobem:

doublet operator* (doublet a, doublet b) // definice operét oru nasobeni, jeho¥
/I vstupy jsou prominné typu doublet
{ /la vystupem prominné typu doublet
doublet c;
cC.v = av * by, /I vypoéet funkéni hodnoty
c.vdot = a.vdot * b.v + a.v * b.vdot; // vypoéet derivace
return c;
¥

Pokud prominné x, y a z jsou typu doublet, pak vyraz z = x * y zpusobi
nejen spoeéteni soueinu, ale také provedeni pgislulné séné/operace. Dale je pro
operator * (a vubec binarni operatory) potgeba nade novat smilené opsce pro
konstanty® (napgiklad typu double) a typ doublet .

Operator dileni / pgeti%ime napgiklad nasledujicim zpusobem:

doublet operator/ (doublet a, doublet b) // definice operat oru dileni, jeho%

/I vstupy jsou prominné typu doublet

{ /I a vystupem prominné typu doublet
doublet c;

3Zde konstantou myslime hodnotu, ktera nezavisi na nezavigth prominnych.
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cv = av / by Il vypoéet funkéni hodnoty
c.vdot = (a.vdot * b.v - a.v * b.vdot)/(b.v * b.v);

/I vypoéet derivace
return c;

3

Podobnym zpusobem pgeti%zime dalti aritmetické operace aifatvané funkce.
Poznamenejme jelti, e pgeti¥sené operatory a funkce mapayge C++ stejnou
prioritu jako jejich nepgeti¥%eni jmenovci.

Zmininé de nice typu prominnych a funkci budou uvedeny v soboru (baliku)
s pomocnymi de nicemi a funkcemi, nikoli v hlavnim programuDale musime upra-
vit zadany program, aby pracoval s prominnymi typudoublet a zajistit jejich ko-
rektni vstup a vystup.

Zamysleme se tedy, co viechno musi balik s pomocnymi de nigsiea funkcemi
vlastni obsahovat.

Zavedeni nového typu prominné (nazvali jsme haloublet ), ktery obsahuje
nejen hodnotuyv;, ale i jeji derivaciv;.

Pgeti¥%eni obvyklych operatoru (funkci) provadinych na bi# typy promin-

nych, aby pracovaly i s parametry typudoublet . Tyto nové operace provadiji
navic i sdru¥ené operace podle pravidla getizeni s vyu¥sivdkydot , ktera
reprezentujev;.

Zajittini spravné inicializace obou slo¥ek prominné typdoublet a naopak
vraceni (vyexportovani) hodnotyv a jeji derivacevdot.

Je jasné, ¥%e musime zminit i derivovany program. Pgirozerd sna¥ime o to,
aby nutnych zmin bylo co nejméni. Nevyhnutelni vtak musime povést nasledujici

apravy.

Viechny prominné, jejich% derivace nas zajimaji, musi bytgpdeklarovany
(napgiklad z typudouble) na typ doublet . Toto se tyka viech nezvislych
prominnych, zavislych prominnych a prominnych, které jsouzavislé na neza-
vislych a ovlivouji zavislé.

Pgi pgigazeni numerické hodnoty do nezavislé prominné miogi také pgiga-
zena odpovidajici hodnota jeji derivace (tj. smiru).

Kromi tisku (obecniji exportu) zavislych prominnych musi byt vypsana (vy-
exportovana) také hodnota pgislulné derivace.

@idici pgikazy (podminky, cykly...) se pgitom nemini. Poazv pgipadech, kdy na-
pwiklad v podmince testujeme hodnotu prominng, ktera zavisi nax, potom v pge-
transformovaném programu musime testovat hodnota.v .

Je vhodné (nikoli vtak bezpodmineéni nutné€) mit funkci, kted provede pgiga-
zeni hodnoty nezavislé prominné a jeji derivace do prominngpu doublet . Tyto
hodnoty bychom mohli do prominnych dosazovat i pgimo, ale 2ddiska éistoty pro-
gramovani a naslednych daltich zlep'eni to neni vhodné. Roonade nujeme funkci
makedoublet, ktera pgigadi zadané hodnoty do slo¥ek prominné tygoublet .
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doublet makedoublet (double val, double dotval)
/I definice funkce makedoublet, jejimi¥a
/I vstupy jsou prominné typu double
/I a vystupem prominna typu doublet

{
doublet c;
c.v = val; /I pgigazeni hodnoty nezavislé prominné
c.vdot = dotval; // pgigazeni jeji derivace (smiru)
return c;
h

Jako "opaéenou" k funkci makedoublet je u¥iteéné zavést funkoialue, resp.

dotvalue , kterd ze zadané prominné typudoublet vrati hodnotu jeji slo¥kyv,
resp.vdot.

double value (doublet a) // definice funkce value, jejim¥a
/I vstupem je prominna typu doublet
/I a vystupem prominna typu double

double d;
d = av; /I vréti funkéni hodnotu v_i
return d;
h
double dotvalue (doublet a) // definice funkce dotvalue, je jim¥4
[l vstupem je prominna typu doublet
{ /[ a vystupem prominna typu double
double d;
d = a.dot; // vrati hodnotu derivace v_i s teekou
return d;
h

Popsanou transformaci zadaného programu uka¥seme opit nékfaalu |.

Demonstrace na pgikladu I. Nava¥zeme na vy'e uvedeny pgiklad | ze strany 26.
Chceme spoéitat derivaci funkce

SinXx,
X1X2

f(x1;%2) =

v bodi ( =4; 1) a také derivaci @f=@xv tomté%: bodi. Tato funkce mu¥e byt vy-
hodnocena pomoci nasledujici ukazky zapsané v C++:

/ldeklarace a vstup prominnych
double x1, x2, v;
double temp;

x1 = pil4;
X2 = 1;
/Ivypoéet

temp = x1 * x2;

y = sin(x1) / temp + temp;
[Ivystup prominnych

cout <<y;
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Poznamenejme, ¥%e pgikaaut << y; je operace, ktera zapite hodnoty promin-
nych na standardni vystup.

Uvedenou é4st programu ztransformujeme, aby poeéital i ¥%ada derivaci. Tak
dostaneme

/ldeklarace a vstup prominnych

doublet x1, x2, v; *

doublet temp; *

x1 = makedoublet (pi/4, 1.0); *

x2 = makedoublet (1.0, 0.0); *
IIvypoeet

temp = x1 * x2;
y = sin(x1) / temp + temp;
[Ilvystup prominnych
cout << value(y); *
cout << dotvalue(y); *

Velkeré zminy, které jsme provedli, jsou pgede novani pdisnych prominnych
z typu double na doublet , inicializace prominnych x1 a x2 a vypis hodnot slo¥ek
prominné y. Viechny gadky, které jsou nové, nebo na kterych dotlo k nifg zmini,
jsme oznaeili hvizdiekou. Jadro programu, ve kterém probéhvlastni vypoéet, zu-
stalo nezminino. To je dule¥iité, proto¥se to byva nejobsghie nejméni pgehledna
east derivovaného programu.

Aby bylo mo¥né tento program pgelo¥it a spustit, je nutné ki pgipojit balik
s de nicemi pomocnych procedur a funkci a deklaracemi nouydypu prominnych,
jak jsme se o tom ji%: zminili vy'e v tomto odstavci. []

Pokud derivovany program vola nijaké podprogramy, je nutngrovést analogické
Upravy i v tichto podprogramech.

Snadnymi Upravami navr¥eného postupu bychom dosahli sosmeho vyhodno-
ceni derivace podlg smiru najednou. Museli bychom nade novat novy typ pro-
minné (analogii doublet ), znovu pgeti%it numerické operace a obstarat spravnou
inicializaci, vstup a vystup sdru¥aenych prominnych.

Zdaleka jsme se nezminili o vtech aspektech implementacénpgho modu auto-
matického derivovani pomoci pgeti¥seni operatoru a funkdikteré dalti postgehy
vyplynou z néasledujicich kapitol.

Prvni derivace - zpitny méd

V tomto odstavci popiteme jednoduchou implementaci nas@itaného zpitného mo-
du automatického derivovani, ktery jsme uvedli v odstavci.2 na obrazku 1.7, resp.
1.9. Tak budeme schopni spoeitat gradient libovolné slo¥ikgdané funkcef nebo
gradient linearni kombinacey f tichto slo%ek. Nejdgive implementaci zpitného modu
automatického derivovani obecni popiteme a pak ji budeme Biovat na pgiklad I.

V prubihu vypoétu hodnoty funkce f v bodi x budeme zaznamenavat ka¥.dou
zakladni operaci, kterou provedeme, spolu s jejimi arguntgnTyto Udaje budeme
sekvenéni ukladat do dlouhého pole. Po dokonéeni vyhodna€é (x) projdeme timto
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polem zpit a pro ka%dou v nim zaznamenanou operaci provedepmslutné pgidru-
Ysené operace. Tim splnime poYadavek na pruchod soupisemacipeopaéném po-
gadi, jak vy¥aaduje zpitny mod automatického derivovani. fi® pgistup neni Uplni
vhodny pro velké alohy, proto je mo%ané uplatnit nijaka Uspo@& opatgeni, viz napgi-
klad [5] nebo [8].

Podobni jako pgi implementaci pgimého maodu, i nyni pgiprawé balik s pomoc-
nymi de nicemi a funkcemi. Ten by mil by obsahovat nasleduji deklarace:

Zavedeni tgidyelement, kterd4 bude uchovéavat informaci o provedené elemen-
tarni operaci. Bude tedy obsahovat

{ v prominné v hodnotuv; = " {(v;); i, viz vztah (1.1),

@', .

i Vi @y Viz vztah (1.4)

{ v prominné opcode oznaéeni elementérni operace (napgiklad séitani od-
povida 10, nasobeni 30, viz dale)

{ v prominné vbar hodnotuv; =

{ v prominné argl odkaz na prvni argument této elementarni operace
{ v prominné arg2 odkaz na druhy argument této elementarni operace

Déle zavedeme poldrace tichto elementu pro zaznam viech provedenych
zakladnich operaci.

K timto typum jelti z duvodu lepti manipulace zavedeme daltipomocné typy
redouble (tgida s ukazatelem naelement) a traceptr (ukazatel na prvek
v poli).

Pgeti¥%eni zdkladnich operaci, aby pracovaly s parametmuyedouble . Takto
nade nované operace nejen poeitaji hodnoty (jako jejich nepgeti¥seni jme-
novci), ale také zaznamenaji své zavolani véetni svych panatru do zmini-
ného poletrace .

Zavedeni funkcereverse _sweep kterd po vyhodnocenif (x) projde polem
trace nazpit a spoéita viechny pgidru¥ené prominng, jak uréuje pravidlo
getizeni.

Zavedeni funkci pro korektni pgigazeni hodnot nezavislyphominnych x; a
vahy; do slo¥ekredouble (tedy elementu) a naopak pro vystup spoetenych
derivaci x;.

Musime také provést zminy pgimo v programu, ktery poeita hoty funkcef (x).
Méame snahu, aby jich bylo co nejméni, nicméni nasledujici gai nutné.

Viechny nezavislé prominné, zavislé prominné a prominné,té&ré zavisi na
nezavislych a ovlivouji zavislé, musi byt pgedeklarovanyartyp redouble .

Hodnoty nezavislych prominnych musi byt na zaéatku pgigare do sprav-
nych slo%ek prominnych typuedouble . Po vyhodnoceni zavislych promin-
nych musi byt do jejich pgislutnych slo¥ek pgigazeny vghyA%s pak mudse byt
zavolana funkcereverse _sweep ktera spoéte a vrati (vyexportuje) hodnotu
derivace.
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Musi byt zavolana funkcereverse _sweep(druha éast soupisu operaci), aby se
spoéetly hodnotyv; a tim i po¥adované derivace.

@idici pgikazy (podminky, cykly,. . .) se automatickym darovanim nemini. Pouze
v pgipadech, kdy napgiklad v podmince testujeme hodnotu primné z, ktera zavisi
nax, v pgetransformovaném programu musime testovat hodnosio¥skyprominné z,
ktera hodnotu puvodni prominnéz obsahuje.

Nyni uvedeme, jak mohou vypadat de nice novych typu a funkgikteré jsme
vyle popsali. Zakladni datové struktury jsouelement, trace a redouble .

class element /I definice tgidy element
{ /I obsahujici informace o elementarni operaci
public:
double v; /I funkéni hodnota
double vbar; /I hodnota derivace
int opcode; /I typ elementarni operace
element *argl; /I odkaz na prvni argument
element *arg2; /I odkaz na druhy argument
h
class redouble /I definice tgidy redouble
{ /I obsahujici ukazatel na element
public:

element *ref;

3

element trace [VelkéEislo]; // pole elementu pro uchovani
/I vtech elementérnich operaci

element *traceptr = trace; // ukazatel do pole na aktualni
/I elementarni operaci pgi jeho vyploovani

Tyto typy a prominné jsme zavedli globalni, tj. jsou pgistumé ze viech funkci
celého programu. HodnotavelkéEislo je velikost pole, ve kterém jsou uschovany
viechny provedené elementarni operace. Pokud by velikosblp trace nestaeila
(chtili bychom provadit vice zakladnich operaci ne¥elkéEislo ), je potgeba tuto
hodnotu zvitlit.

Déle potgebujeme de novat celoeiselné konstanty pro jedmm@enou identi kaci
zakladni funkce, ktera byla zavolana. Tyto konstanty budemm ukladat do slo¥ky
opcode ka¥sdého prvku polérace , ktery charakterizuje provedenou operaci. Diky
tomu budeme schopni ve druhé easti soupisu operaci provagigisluiné pgidru¥sené
operace.

De nici tichto konstant mu3eme provést napgiklad takto:
const int

emptyv = 0, constv = 1, indepv = 2, bplusv = 10,

bminusv = 20, bmultv = 30, recipv = 40, ...

expv = 50, Inv = 51, sinv = 60, ... ;

Pgeti%.ené elementarni funkce nejen spoetou svoji hodneatle, také provedou
zaznamenani svého provedeni do pdieace . Po funkci sinus, nasobeni a dileni je
mu¥seme de novat napgiklad timto zpusobem.
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redouble sin (redouble a) /I definice funkce sin, jejim%a
/I vstupem je prominna typu redouble

{ /I vystupem je prominna typu redouble
redouble b;
b.ref =traceptr; /I ukazatel do pole na aktualni operaci
traceptr->v = sin (a.ref->v); // vypoéet hodnoty elementéar ni funkce
traceptr->vbar = 0.0; /I vynulovani slo¥ky vbar, kam se bude
/I naséitdvat derivace
traceptr->opcode = sinv; /I ulo¥seni identifikace této elem entarni operace
traceptr->argl = a.ref; /I ulo¥seni argumentu této elementd rni operace
traceptr++; /I posun na dalti prvek v poli
return b;
h
redouble operator* (redouble a, redouble b) // definice fun kce nasobeni, jejimi¥%a
/I vstupy jsou prominné typu redouble
{ /I vystupem je prominn& typu redouble
redouble c;
c.ref =traceptr; /I ukazatel do pole na aktudlni operaci
traceptr->v = (a.ref->v) * (b.ref->v); /I vypoéet hodnoty e lementarni funkce
traceptr->vbar = 0.0; /Il vynulovani slo¥sky vbar, kam se bude
/I naséitdvat derivace
traceptr->opcode = bmultv; I/l ulo¥eni identifikace
/I této elementarni operace
traceptr->argl = a.ref; /I zaznamenani prvniho argumentu
/I této elementarni operace
traceptr->arg2 = b.ref; /I zaznamenani druhého argumentu
/I této elementarni operace
traceptr++; /I posun na dalti prvek v poli
return c;
h
redouble operator/ (redouble a, redouble b) // definice fun kce dileni, jejimi¥a
/I vstupy jsou prominné typu redouble
{ /I vystupem je prominn& typu redouble
redouble c;
c.ref =traceptr; /I ukazatel do pole na aktudlni operaci
traceptr->v = (a.ref->v) / (b.ref->v); I/l vypoéet hodnoty e lementarni funkce
traceptr->vbar = 0.0; /I vynulovani slo¥ky vbar, kam se bude
/I naséitdvat derivace
traceptr->opcode = bdivv; /I ulo¥seni identifikace
/I této elementarni operace
traceptr->argl = a.ref; /I zaznamenani prvniho argumentu
/I této elementarni operace
traceptr->arg2 = b.ref; /[ zaznamenani druhého argumentu
/I této elementarni operace
traceptr++; /I posun na dalti prvek v poli

return c;

Ka¥ada takova pgetidsend funkce vyeéisli hodnotu slo#zkynuluje hodnotu vbar,
zaznamena se (co je to za operaci podle eiselniku a hodnota/le&si doopcode) a
nakonec je'ti ulo%i ukazatele na své argumenty.

Pro operatory *, / (a dal'i binarni operatory) je dale potgeba nade novat smi-
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lené operace pro konstanty (napgiklad typu double) a prominné typu redouble .
Podobnym zpusobem pgeti%ime dalti aritmetické operace aivané funkce.

Je u¥iteené mit funkci, kterd pgigadi hodnotu nezavislé mioné na spravné
misto do prominné typu redouble a oznaéi ji, ¥%e vznikla z nezavislé prominné.
Takovou funkci nazvime makeindepvar.

redouble makeindepvar (double a) // definice funkce makein depvar, jejim¥%a
/I vstupem je prominné typu double

{ /I vystupem je prominna typu redouble
redouble b;
b.ref =traceptr; /I ukazatel do pole na aktuélni operaci
traceptr->v = a; Il pgigazeni hodnoty nezavislé prominné
traceptr->vbar = 0.0; /I vynulovani pro naseitavani deriva ce
traceptr->opcode = indepv; /I identifikace této operace
traceptr++; /I posun na dalti prvek v poli
return b;

h

Déale musime zavest funkcreverse _sweep ktera projde polemtrace nazpit a
pro ka¥.dou operaci provede pgisluné pgidru¥sené operate.pfocedura je vlastni
jen cyklus polem odzadu, ve kterém pgikazvitch tgidi puvodni provadiné elemen-
tarni funkce a zaji'»uje vlastni napoéitavani derivaci.

void reverse_sweep() /I definice funkce reverse_sweep, kt era
/I neméa ¥éadny pgimy vstup ani vystup
double deriv;
while (traceptr-- > trace) // cyklus pges viechny provedené
/I elementarni operace
/I od posledni k prvni
I/l (polem trace odzadu dopgedu)

{
switch(traceptr->opcode) // podle provedené elementarni operace
/I rozlitime vypoeet derivace
{
case sinv: /I elementarni operace byla sinus
deriv = cos(traceptr->argl->v);
traceptr->argl->vbar = traceptr->argl->vbar + /I postupn € naéitani
traceptr->vbar * deriv; // hodnot derivaci
break;
case bmultv: /I elementarni operace byla nasobeni
traceptr->argl->vbar = traceptr->argl->vbar + /I postupn € naeitani
traceptr->vbar * traceptr->arg2->v; // hodnot derivaci
traceptr->arg2->vbar = traceptr->arg2->vbar + /I postupn € naeitani
traceptr->vbar * traceptr->argl->v; // hodnot derivaci
break;
case bdivv: /I elementarni operace byla dileni
traceptr->argl->vbar = traceptr->argl->vbar + /I postupn € naéitani

traceptr->vbar / traceptr->arg2->v; // hodnot derivaci

4Zde konstantou myslime hodnotu, ktera nezavisi na nezavigth prominnych.
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traceptr->arg2->vbar = traceptr->arg2->vbar - /I postupn € naéitani
traceptr->vbar * traceptr->argl->v / // hodnot derivaci
(traceptr->arg1->v)**2;

break;

Po probihnuti této procedury jsou ve slo¥kackbar tich prominnych, do kterych
jsme pgigazovali nezavislé hodnoty, ¥sadané hodnoty gratdie
Eteni spoétenych hodnotv; zavislych prominnych bude provadit funkcevalue .

double value (redouble a) // definice funkce value, jejim%a
/I vstupem je prominné typu redouble
/I vystupem je prominna typu double

double b;
b = aref->v; /[ vrati funkéni hodnotu v_i
return b; /I v_i = Warphi_i(v_j)

k

Pgigazeni pgislunych pgidru¥enych hodgof(tj. vah) bude zajittino funkci
setbarvalue .

void setbarvalue(redouble a, double b) // definice funkce s etbarvalue, jejim¥a
/I vstupem jsou prominné typu double a redouble
{ /I na vystupu neni ¥%adna prominna
a.ref->vbar = b; /I nastaveni vah y_i s pruhem
h

Tato funkce musi byt provedena pged zavolanim funkceverse _sweep
Hodnoty derivacix; zjistime po probihnuti funkcereverse _sweeppomoci funkce
barvalue .

double barvalue (redouble a) /I definice funkce barvalue, j ejim¥a
/I vstupem je prominna typu redouble
{ /I vystupem je prominna typu double
double b;
b = a.ref->vbar; /I vréti hodnotu derivace \bar x_i
return b;
h

Zopakujme, ¥%e v zadaném programu nemusime dilat ¥%adné jimény ne¥s poe-
deklarovani pgislunych prominnych na typredouble, spravné pgigazeni hodnot
nezavislych prominnych, po spoéteni hodndt(x) musime pgigadit vahy;, zavolat
funkci reverse _sweepa nakonec pgeéist vypoétené hodnoty derivaci. Jinak geéeno
vlastni jadro programu, kde probiha vypoéet, je stejni jake pgipadi pgimého modu
nezminino.

37



Demonstrace na pgikladu 1. Nava¥zeme na vy'e uvedeny pgiklad | ze strany 31.
Chceme spoéitat derivaci funkce

SinXx,

f(X1;%X2) = + X1Xo

X1X2

v bodi ( =4;1) a také gradient funkcef v tomté¥ bodi.

Nyni, na zakladi pgedchozich odstavcu, uka¥eme, jak by nsofaypadat trans-
formace programu pomoci zpitného modu { transformace dekiace prominnych
i vypoetu. Funkce f mu¥se byt vyhodnocena pomoci nasledujici ukazky zapsané
v C++:

/ldeklarace a vstup prominnych
double x1, x2, v;
double temp;
x1 = pil4;
X2 = 1;
IIvypoeet
temp = x1 * x2;
y = sin(x1) / temp + temp;
/Ivystup prominnych
cout << vy;

Tuto éast programu ztransformujeme pomoci zpitného modu,bg poceital i ¥a-
dany gradient. Tak dostaneme

/ldeklarace a vstup promennych
redouble x1, x2, vy;
redouble temp;
x1 = makeindepvar(pi/4);
x2 = makeindepvar(1.0);
/Ivypoeet
temp = x1 * x2;
y = sin(x1) / temp + temp;
[Ivystup prominnych - hodnota funkce f(x)
cout << value(y); *
/Ivypoéet derivace
setbarvalue(y,1.0); *
reverse_sweep(); *
/Ivystup prominnych - hodnota derivace: grad(f(x))
cout << "derivace podle x1: " << barvalue(x1) << endl; *
cout << "derivace podle x2: " << barvalue(x2) << endl; *

* % X %

Velkeré zminy, které jsme provedli, jsou pgede novani pdéisnych prominnych
z typu double na redouble, inicializace prominnych x1 a x2, vypis hodnoty pro-
minné y, pgigazeni vdhy dg, zavolani funkcereverse _sweepa vypis spoetenych
derivaci x; a X,. Vlechny gédky, které jsou nove, nebo na kterych dollo k nijg
zmini, jsme oznaeili hvizdiekou. Jadro programu, ve kterénmprobiha vlastni vy-
poéet, zustalo nezminino. To je dule¥iité, proto¥e to byvajolesahlejli a nejméni
pgehledna éast derivovaného programu.
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pogadi 1 2 3 4 5 6
provadiné
operace
provadina de nice de nice X1 Xz sin(x1) sin(x1)=temp | sin(x1)=temp+
operace nezavislé | nezavislé +temp
prominné | prominné
X1 X2
funkce nebo make- make- x1 * x2 | sin(x1) sin(x1)/temp sin(x1)/temp +
operétor, odkud indep- indep- + temp
zaznam v polich var var
vznikl (pi/4) (1.0)
index v poli 0 1 2 3 4 5
(C++ éisluje od 0)
pole trace:
{ slo¥kav hodnota | hodnota | hodnota | hodnota hodnota hodnota
X1 X2 X1 X2 sin(x1) sin(x1)=temp sin(x1)=temp
+temp
{ slo¥akavbar | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 0
{ slo¥skaopcode | 2 | 2 | 30 | 60 | 40 10
{ slo%kaargl nezadano | nezadano | odkaz na| odkaz na odkaz na odkaz na
0.prvek 0.prvek 3.prvek 4.prvek
v poli v poli v poli v poli
{ slo%kaarg2 nezadano | nezadano | odkaz na | nezadano odkaz na odkaz na
1.prvek 2.prvek 2.prvek
v poli v poli v poli

Obrazek 1.13: Ulo¥eni dat v polich pro Pgiklad I.

Na obrazku 1.13 je ukazano, jak jsou data v poliace ulo¥ena v okam¥iku pged
zavolanim funkcereverse _sweep (Funkce reverse _sweepby pouze naplnila slo¥ky
vbar.)

Aby bylo mo¥né tento program pgelo¥it a spustit, je nutné kmi pgipojit balik
s de nicemi pomocnych procedur a funkci a deklaracemi novydypu prominnych,
jak jsme se o tom ji% zminili vy'e v tomto odstavci.

Dal'i nazorné pgiklady pou%iiti a efektivity automatickéhderivovani jsou uve-
deny napgiklad v [10], [11], [12] nebo [13] .

[]

Pokud derivovany program vola nijaké podprogramy, je nutngrovést analogické
Gpravy i v tichto podprogramech.

Snadnou modi kaci navr¥enych postupu mu¥aeme vyhodnocayatradientu na-
jednou. Za timto cilem musime zminit de nici typu element, dale funkcesetbarvalue
barvalue a také reverse _sweep

Po probihnuti funkce reverse _sweepje mo%né polgace znovu pou¥ait pro dalti
vyhodnoceni derivace. K tomuto opitovnému pou3iti poslou@gigazentraceptr
= trace; , které zajisti, ¥%e Udaje se do nij budou zapisovat znovu odezgku.

Nezminili jsme nikteré aspekty transformace programu pgp#ném méodu auto-
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matického derivovani. Nikteré z nich vtak vyplynou z néasledjicich kapitol.

Druhé derivace

Implementaci automatického derivovani pro druhé nebo vyttderivace je mo¥uné
ziskat kombinaci uvedenych technik implementace pro pginayzpitny mod auto-
matického derivovani.

V tomto odstavci naznaéime, jak naprogramovat vypoéet hodty y f%x) x
pro funkci f : R" ! R™ a pro vektoryx 2 R"ay 2 R™. VWyrazy f%x) x
pgitom chdpeme stejni ve vztahu 1.14. Pokud bude i-ty svisly vektor kartézské
b4ze a pokudy budej -ty vodorovny vektor kartézské baze, spoéitame takty gadek
Hessovy maticg -té slo¥ky funkcé v bodi x.

K vypoétuy f%x) x pou3ijeme metodu automatického derivovani, kterou jsme
odvodili v kapitole 1.5, tedy kombinaci zpitného a pgimého édu automatického
derivovani.

Pro odvozeni implementace vypoétu druhych derivaci vyu#ipje implementace
paimého a zpitného modu z pgedchozich odstavcu. De nicidgtloublet ponechame
beze zminy.

class doublet /I definice tgidy doublet
{ /I obsahujici funkéni hodnotu
/Il a hodnotu smirové derivace
public:
double v; /I funkéni hodnota v_i
double vdot; /I hodnota derivace v_i s teekou
h

Pozminime ale de nici tgidyelement, a to takto:

class element /I definice tgidy element
{ /I obsahujici informace o elementarni operaci
public:
doublet v; /I funkéni hodnota - typ doublet!
doublet vbar; /I hodnota derivace - typ doublet!
int opcode; /I typ elementarni operace
element *argl; /I odkaz na prvni argument
element *arg2; /I odkaz na druhy argument
h

Slo¥kyv a vbar nejsou nyni typu double, ale doublet , obsahuji tedy kromi
funkénich hodnot také derivaci ve smirux. Pgesniji geeeno,
slo¥kar.v obsahuje funkeni hodnotw,

slo¥kav.vdot obsahuje hodnotu smirové derivace,

slo¥.kavbar.v obsahuje hodnotu derivacey,
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slo¥.kavbar.vdot obsahuje hodnotu druhé derivace.

Proto je nutné pgede novat nikteré inicializaeni a naopak pistupove (expor-
tovaci) funkce, napgikladvalue nebo barvalue , které nyni budou vracet hodnotu
typu doublet . Do baliku s pomocnymi de nicemi a funkcemi pgidame také pgéeené
funkce pro typ doublet .

Jednotlivé slo¥.ky prominné& typu element |ze po dokonéeni vypoetu pgisluné
hodnoty interpretovat takto.

value(value(v))
dotvalue(value(v))
value(barvalue(v))
dotvalue(barvalue(v))

I
K <I< <

Funkce reverse _sweepbude diky pgeti¥%eni operatoru a funkci obsahovat napgi-
klad pro funkci sinus stejné pgikazy jako v implementaci zgiého modu, tedy

case sinv:
deriv = cos (traceptr->argl->v);
traceptr->argl->vbar += traceptr->vbar * deriv;
break;

Slo¥kyv, vbar a deriv jsou zde ovlem typudoublet. Operace s nimi jsou
paeti¥aené a diky tomu provadi proceduraverse _sweepvypoeet druhé derivace,
jak je popsano v kapitole 1.5.

Pokud by slo¥kavdot prominné typu doublet byla vektor (pole) délky p, Ize
tak vyhodnotit p gadku Hessovy matice zaroveo, tedy napgiklad celou Hessmas
tici. Pgi této modi kaci bychom museli pgepsat de nice pgitwujicich funkci pro typ
doublet , stejni jako inicializaéni, pgistupové, vstupni a vystupinfunkce.

Toeti a vy derivace

Automatické derivovani je mo%ané pouiit i pro vypoeet tgbticebo vytich deri-
vaci. Letmo se proto o nich zminime, i kdy% se tyto vyl desage v praxi pgili
nepouaivaji.

Napgiklad, tegeti derivaci Ize ziskat aplikaci zpitného, naij pgimého a jeti
jednou pgimého mdédu na zadany program. Podobni Ize vnogovatyle uvedené
datoveé typy.

Napgiklad pro zmininou tgeti derivaci mu¥eme de novat typiplet  jako

class triplet
{
public:
double v;
double vdot;
double vdotdot;
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Pou%ijeme-li tento typtriplet  (anebo jelti obecnijti typy) v de nici typu
element

class element /I definice tgidy element
{ /I obsahujici informace o elementarni operaci
public:
triplet v; /I funkéni hodnota - typ triplet!
triplet vbar; /I hodnota derivace - typ triplet!
int opcode; /I typ elementarni operace
element *argl; /I odkaz na prvni argument
element *arg2; /I odkaz na druhy argument
h

pak diky zpitnému moédu ziskdme hodnoty tgetich (pgipadni ¥ich) derivaci.
Pgisluliné de nice pgeti%enych operaci je pgitom nutné naokat podobnym zpu-
sobem jako vyle.

1.6.2 Pou%uiti preprocesoru

Implementaci automatického derivovani je kromi techniky peti%eni operatoru a
funkci mo¥uné provést i jingm zpusobem, napgiklad pou¥iitineprocesoru("pre-
processing”, "pgedzpracovani"). Této mo¥anosti je vyhodpéu.it, pokud programo-
vaci jazyk transfromovaného programu nepodporuje pgetifseperatoru a funkci,
napgiklad Fortran 77. O této mo¥anosti se zminime v nasledigh odstavcich.

Preprocesor je program, jeho% vstupem je program Vv uréitémogramovacim
jazyce a vystupem je program ve stejném programovacim jazydktery byl nijakym
zpusobem pozminin. V natem pgipadi bude program na spoétemddnot y = f (x)
zminin na program, ktery bude navic poéitat i derivace funke f v bodi x. Pre-
procesor analyzuje zdrojovy program gadek po gadku, peiwaezi pgikazy rozlo¥ai
na jednotlivé elementarni funkce a podle nich vklada pgishé operace, aby novy
program poeéital také derivace (v pgimém modu napgiklad vitiasdru¥sené operace).
Tento vysledek ulo%ai do vznikajiciho souboru (programu)ndk geeeno, vypoéet de-
rivace je fyzicky vlo¥aen preprocesorem do puvodniho pragra Programovaci jazyk,
ve kterém je program na vyhodnoceni funkcké napsany, mu¥e tedy byt jakykoliv
bi¥%ny programovaci jazyk.

Preprocesoru je nutné pgi jeho zavolani sdilit oznaéeni @eislych a zavislych
prominnych, jaké derivace po¥adujeme a pokud mo%ano i modoaaitickeého derivo-
vani, ktery ma pou%iit. Tyto Gdaje je mo¥ané zadat nijakym dotioutym zpusobem
paimo v tile programu nebo v jiném (parametrickém) souborua( nemusime tedy
zasahovat do puvodniho programu).

V nasledujicim odstavci popileme zpusob implementace zpého médu auto-
matického derivovani, ktery pou%siva preprocesor, nicméei podobny implementaci
pomoci pgeti¥eni, odkud jsme ale pgeti¥sovani odstrandioTtechnika je pou3iita
p@ai implementaci automatického derivovani do systému UFQak bude popséano
v kapitole 3. Systém UFO je naprogramovan v jazyce Fortran 7proto pro popis
implementace pou¥ijeme tento jazyk. Navic je Fortran 77 v merické matematice
velmi oblibeny a rotigeny.
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1.6.3 Implementace zpitného modu ve Fortranu 77

Nikteré programovaci jazyky neumo¥s0uji pracovat s ukazdit@ebo de novat nové
typy prominnych. Proto popiteme modi kaci implementace atomatického derivo-
vani z pgedchoziho odstavce 1.6.1, ktera tyto vlastnosti €jde. Opit tedy budeme
zaznamenavat jednotlivé provadiné zakladni operace a imfoace o nich ukladat do
dlouhého pole, kterym na zavir projdeme odzadu a provedem@isluné pgidru¥sené
operace. Jak jsme ji% zminili, uvedené ukazky jsou napsargregramovacim jazyce
Fortran 77.

Tgida element obsahuje pit slo¥ek, a tw, vbar, opcode argl a arg2. Pole
trace tichto elementu nahradime piti samostatnymi poli V, VBAROPCODBRG1
a ARG2ypu REALREALINTEGERNTEGER INTEGERve tomté%s pogadi), ve kte-
rych budeme uchovavat stejné hodnoty jako v jednotlivych ebiskdch prominné typu
element v poli trace . Neboli, k-ty prvek v poli trace ma stejné hodnoty slo¥sek
jako k-té prvky poli V, VBAROPCODERGH ARG2

Pro odkaz na konkrétni provedenou zakladni funkciy (a s ni souvisejici udaje)
budeme namisto prominné typuredouble pou%sivaindex poli®. Proto v polich ARG1
a ARGbudeme uchovavat pravi index na prvky poli s argumenty pgisiné zakladni
funkce.

Pole budeme deklarovat takto.

PARAMETER (LNGARR = 1000)

REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)

INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)
INTEGER INDARR

Konstanta LNGARRIélka poli) je nijaké velké éislo, které ma stejny vyznam o
hodnota VelkéEislo na strani 34. Pokud bychom provadili vice zakladnich operac
ne¥4 NGARRe potgeba tuto hodnotu zvitlit a spustit odvozeny programznovu.
Prominna INDARRnamena index prvku v polich, kam budeme zapisovat nasledtij
provadinou zakladni operaci.

Zavedeme konstanty, podle kterych rozezname, jakou zaktddunkci jsme volali.

PARAMETER (EMPV = 0, CONV = 1, INDV = 2, BPLUSV = 10,
BMINUV = 20, BMULTV = 30, RECIPV = 40,
* EXPV = 50, LNV = 51, SINV = 60, ...)

Pgede nujeme vtechny elementarni operace, aby jejich arganty byly indexy
poli (kde jsou ulo¥eny hodnoty argumentu atd.) a aby vraceipndex poli, pod
kterym zaznamenaly své zavolani véetni vysledné funkéni dhooty. Takto pozmi-
niné funkce pgejmenujeme, napgiklad funk&N bude novi SING Pole V, VBAR,
OPCODE, ARG1, AR&2aznamy o provedenych zakladnich operacich, spolu s pro-
minnou INDARRbudeme timto funkcim pgedavat pomoci parametru, pgipadne
Ize také pgedavat pomoci tz\«COMM@Mminnych, jak bude ukadzano v kapitole 3.

Pgede nované operace sinus a nasobeni mohou vypadat naladikimto zpuso-
bem:

SViechny hodnoty v polich, které jsou pgislulné jedné operacmaji stejny index.
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INTEGER FUNCTION SING (IARG1,

* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = SIN (V(IARG1)) ! vypoeet hodnoty elementarni fu nkce

VBAR(INDARR) = 0.0 ! vynulovéani slo¥ky vbar, kam se bude
! naséitavat derivace
OPCODE(INDARR) = SINV I ulo¥eni identifikace této elementa rni operace
ARG1(INDARR) = IARG1 I ulo¥eni argumentu této elementarni operace
SING = INDARR ! index této elementarni operace
INDARR = INDARR + 1 I posun na dal'i prvek v poli
END

INTEGER FUNCTION BMULTG (IARG1, IARG2,

* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = V(IARG1) * V(IARG2) ! vypoéet hodnoty elementarni funkce

VBAR(INDARR) = 0.0 ! vynulovéani slo¥ky vbar, kam se bude
! naséitavat derivace

OPCODE(INDARR) = BMULTV I ulo¥seni identifikace této elemerérni operace
ARG1(INDARR) = IARG1 I ulo¥eni prvniho argumentu této elem. operace
ARG2(INDARR) = IARG2 I ulo¥eni druhého argumentu této elem.operace
BMULTG = INDARR ! index této elementarni operace
INDARR = INDARR + 1 I posun na dal'i prvek v poli

END

Pro binarni operace nade nujeme jelti funkce, kdy jeden z gumentu je kon-
stanta nezavisla na nezavislych prominnych. Mohli bychomak postupovat i jinak,
kdy bychom konstantu zaznamenali do poli jako konstantu a faprovedli pfunkci
pro dva indexy poliy, napgikladBMULTG

Viechna volani zakladnich funkci tedy musi byt v puvodnim mrgramu nahrazena
volanim modi kovanych funkci, které jsme pravi zminili.

Viechny nezavislé prominné, zavislé prominné a prominné t&ré zavisi na neza-
vislych a ovlivouji zavislé, pgedeklarujeme na typNTEGERheboli index prvku poli,
ve kterych o nich budou uschovavany informace.

Hodnoty nezavislych prominnych je nutné pged zaeatkem vyptu dosadit do
poli, spolu se viemi pgislutnymi udaji. K tomu se hodi funkdéKINDP

INTEGER FUNCTION MKINDP (VALUE,

* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = VALUE | pgigazeni hodnoty nezavislé prominné
VBAR(INDARR) = 0.0 ! vynulovéani slo¥ky vbar, kam se bude

! naséitavat derivace
OPCODE(INDARR) = INDV I ulo¥eni identifikace této elementd rni operace
MKINDP = INDARR I index této elementarni operace
INDARR = INDARR + 1 I posun na dal'i prvek v poli
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END

Nejpozdiji po dokonéeni vyhodnoceni funkcé v bodi x je potgeba pgigadit
hodnoty vah y; na spravna mista v poliVBARaby se mohla spustit subrutina (pod-
program) RVRSW#Po zpitny pruchod poli a vypoéteni viech pgidru¥enych hoon
Subrutina RVRSWRU%e mit napgiklad nasledujici podobu.

SUBROUTINE RVRSWP (V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)
REAL DERIV
INTEGER |

DO 999, | = INDARR-1, 1, -1 /I cyklus pges viechny provedené
/I elementarni operace
/I od posledni k prvni
/I (polem trace odzadu dopgedu)
IF(OPCODE(l) .EQ. CONV) THEN /I podle provedené elementarm operace
. /I rozlitime vypoeet derivace

ELSE IF(OPCODE(l) .EQ. BMULTV) THEN // elementarni operacdyla nisobeni
VBAR(ARGL(l)) = VBAR(ARG1(l)) + VBAR(l) * V(ARG2(l))
/I postupné naéitani hodnot derivaci
VBAR(ARG2(I)) = VBAR(ARG2(l)) + VBAR(l) * V(ARG1(l))
/I postupné naéitani hodnot derivaci

ELSE IF(OPCODE(l) .EQ. SINV) THEN /I elementarni operace bya sinus
DERIV = COS (V(ARGL(l)))
VBAR(ARG1(l)) = VBAR(ARGL(l)) + VBAR(l) * DERIV // postupné nagitani
/Il hodnot derivaci
ELSE IF(OPCODE(l) .EQ. COSV) THEN

END IF
999 CONTINUE
END

Po jejim provedeni jsou ji% v prvcich poBARgislutejicich nezavislym promin-
nym spoétené hodnoty po¥adovanych derivaci.

@idici sekvence (podminky, cykly atd.) se pravi popsanouansformaci nemini,
s vyjimkou zminy nazvu prominnych, napgikladABJe potgeba zminit naV(ABC)
Pokud se v programu pro vyhodnoceni funkcé pouiivaji nijaké podprogramy,
je nutné je upravit analogickym zpusobem, veetni jejich pametru. Kdybychom
po¥adovali vyéislend| gradientu najednou, zminime poleVBARna g-rozmirné a
zgejmym zpusobem upravime souvisejici funkce, zejm@&MRSWP

Implementaci vypoétu druhych derivaci pomoci Fortranu 77 @drobni popi-
leme v kapitole 3, ktera se zabyva implementaci automatické derivovani do sys-
tému UFO.
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1.7 Slo%itost odvozeného programu

Eas potgebny pro vyhodnoceni derivaci pomoci programi vygeovanych automa-
tickym derivovanim Ize shora odhadnout malym nasobkem eafotgebného pro
vypoeet hodnoty derivované funkcd (x). Pro tyto odhady je potgebné uva¥iovat
nikolik pgedpokladu, které viak nejsou pgilit omezujici. apgiklad je nutné pged-
pokladat, ¥e prace potgebna na vykonani ztransformovanéeme je stejnomirni
omezen& nasobkem prace potgebné na vykonani puvodni (rexz$formovan€) ope-
race atd.

V tabulce 1.1 jsou uvedeny odhady, které za tichto pgedpokla plati pro funkci
f :R" ! R™. Numerické hodnoty uvedené v tabulce jsou odvozené napaklv [5].

Chceme-li si zde pgibli%it anebo alespoo zhruba odvodit hoty z této ta-
bulky 1.1, uva¥ujme pro pgimy mod napgiklad operaci gn(Ta se ztransformuje
na cosk) X. K jedné operaci sink) jsme pgidali dvi nové operace, a to cos) a
nasobeni, co¥: odpovidgd =1+ 2. Ve zpitném modu sey = sin(x) ztransfomuje
nax = x+y cosk), které pgibli¥ni odpovidd g =1:5+ 2:5.

Pokud je Jacobiho nebo Hessova matice gidk4, I1ze odvoditkéfenijti techniky
vypoeétu derivaci a tedy vyrazni lepti odhady slo%aitosti vygetu derivaci.

Prvni derivace { pgimy mod  (smirové derivace)
0, . N .
e 1e  kde pro jeden smirx je lr =3
pro p smiru X zaroveo je le=1+2p
Prvni derivace { zpitny méd (gradienty)
% I kde pro jeden vahovy vektory je IR =4
pro g vahovych vektoruy zaroveo je ! r =1:5+ 2:5q
Druhé derivace { zpitny a pgimy maod (smirové derivace gradientu)
Of . N .
% l ke kde pro jeden smirx je l re =12
pro p smiru x zaroveo je lrRe =6+6p

Tabulka 1.1: Odhady slo%itosti vypoétu derivaci pomoci mgramu ziskanych auto-
matickym derivovanim.
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Kapitola 2
System UFO

Jednim z Ukolu této disertaeni prace bylo implementovat auotatické derivovani do
systému UFO, ktery slou%ai pro optimalizaci funkci. V této piéole tedy systéem UFO
strueni popiteme.

2.1 Strueny popis systému UFO

E&st 2.1 této kapitoly, ve které uvedeme struény popis systér UFO, vychazi z tech-
nické zpravy [18], ktera systém UFO podrobni dokumentuje.

2.1.1 Zakladni vlastnosti systému UFO

Interaktivni systém UFO (Universal Functional Optimization system), ktery slouai
pro optimalizaci funkci, byl vyvinut v Ustavu informatiky A kademie vid Eeské re-
publiky. Bli%4ti informace o tomto systému lze ziskat na inteetové adresehttp://

www.cs.cas.cz/~luksan/ufo.html . Z této adresy je také mo%¥uné stahnout volni

ligitelnou verzi tohoto systému. Podrobny popis tohoto sy&mu je uveden v [18].
Systém UFO je mo%né pouiit pro

formulaci a geleni konkrétnich optimalizaenich problémuilph);

pgipravu specialnich optimalizaenich metod zalo¥senychnmetodach ji% naim-
plementovanych;

navrh a testovani novych optimalizaénich metod.

Nejobecnijti problém, ktery lze systtmem UFO gelit, je (IGkni i globalni) mi-
nimalizace funkceF : R" ! R na mno%iniX  R". Tvar této funkce je mo3%né
bli%e speci kovat, napgiklad jako souéet mocnin hodrjbk(x)j, maximum z hodnot
jfc(x)j atd. Mno%inuX Ize zvolit jako X = R" nebo je mo¥né ji charakterizovat
jako podmno%intR" pomoci vazbovych podminek (rovnic a nerovnic) s linearnimi
i nelinearnimi (hladkymi) funkcemi.

Diky moduléarni struktuge systému UFO je mo¥né pou¥iit celaduws optimali-
zaenich metod, které Ize sestavit na zakladi zadanych po%ekli. Zakladni tgidy
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implementovanych metod jsou napgiklad metody s prominnou etrikou nebo me-
tody Newtonova typu. Konkrétni metoda je uréena speci kacdaltich parametru
(napgiklad smir a délka kroku).

@eleni optimalizaeniho problému probiha ve etygech fazich

1. Speci kace optimalizaeniho problému a vybir metody. Tyd Udaje se popiti
pomoci gidiciho jazyka systému UFO (UFO CL, UFO control langge) ve
vstupnim souboru. O tomto jazyce se zminime pozdiji. Vstugnsoubor (ma
paiponuUFQbui napite u¥ivatel, nebo je vytvogen pomoci dialogovéhadu,
tj. na zakladi otazek systému a odpovidi u%sivatele (v tom peddi u3ivatel
nemusi vubec tulit, %e UFO CL a vstupni soubor existuje).

2. Vstupni soubor se zpracuje UFO preprocesorem. Podle ueegich po¥adavku
vznika gidici program ve Fortranu 77, ktery bude gelit zadaproblém pomoci
speci kovanych metod.

3. Tento vygenerovany program je pomoci pgekladaée Forttad7 pgelo¥sen a
slinkovan (spojen) s knihovnimi podprogramy.

4. Pgipraveny program je spultin a jeho prubihem ziskdvamesgeni nateho op-
timalizaeniho problému.

Toto zpracovani je mo¥ané provést zavolanim nikolika davkmh souboru anebo
p@imo z integrovaného vyvojového prostgedi, které bylo mystém UFO vytvogeno.

Proto¥e systém UFO je naprogramovan v jazyce Fortran 77, lne pgelo¥it a
pou¥sivat napgiklad i pod operaénimi systémy typu UNIX.

Mame mo¥snost zjistit mno¥astvi zajimavych udaju a hodnotkasych bihem ge-
leni zadaného optimalizaéniho problému { napgiklad hodiyohezavislych promin-
nych, funkenich hodnot, gradientu, smiru atd., a to nejenonkoneené vysledky, ale
i hodnoty ziskané bihem jednotlivych iteraci. Tato data Izeznazornit na monitoru
v textové nebo gra cké podobi nebo je Ize ulo¥iit do textovétsmuboru (standardni
pgipona jeOUT. Speci kace po¥.adovaného vystupu je uvedena ve vstupnioulsoru.

2.1.2 Pgiklad

Pro ilustraci uk&¥eme jednoduchy pgiklad. Chceme lokalni immalizovat
Rosenbrockovu funkci

F(x)=100(x3 x5)%+(x; 1)%

pgiéem¥: poeateéni bod pro hledani geleni ("nulta iteracedth» jex = ( 1:2; 1.0).
Pgipravime vstupni souboP.UFQ ktery bude obsahovat

$SET(INPUT)
X(1)=-1.2D0; X(2)=1.0DO
$ENDSET
$SET(FMODELF)
FF = 1.0D2*(X(1)**2-X(2))**2+(X(1)-1.0DO)**2
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$ENDSET
SNF=2
$NOUT=1
$BATCH
$STANDARD

Tim jsme nastavili poéateeni bod INPUY, minimalizovanou funkci (FMODE)LR
speci kovali jsme tvar vystupu (NOUT? Zpracujeme-li tento soubor systémem UFO,
dostavame souboiP.OUTs po%adovanymi vysledky:

0 NIT= 43 NFV=147 NFG= 0 NDC= 0 NCG= 0 F= .233D-15 G= .164D-07
FF=  .2333078060D-15
X= .9999999847D+00  .9999999694D+00
TIME= 0:00:00.66

V bodi X bylo nalezeno lokalni minimum s funkeni hodnotodrF Celkovy poéet
provedenych iteraci jeNIT, poéet vyhodnoceni funkéni hodnotyFF je NFV poeet
vyhodnoceni jeji derivace jeNFGatd. Volbu metody, jakou byl n4* problém vygelen,
provedl systém automaticky, proto¥ze jsme ¥adnou ve vstuprsouboru nespeci ko-
vali. Podrobniji popis vystupu ze systemu UFO je uveden v @]. []

2.1.3 ©ablony a moduly

Velké mno¥stvi variant implementovanych metod je mo¥néydstruktuge systému
UFO zalo%ené na modulech. Tyto moduly se obvykle skladajidzeu easti { ze tab-
lony napojeni (interface template) a vlastniho kédu ve Forainu 77. ©ablonu pouaiva
pouze UFO preprocesor, ktery pomoci ni generuje vyslednyogram gelici zadany
optimalizaéni problém. ©ablona zajisti spravné volani \gmiho kodu (druhd souéast
modulu), kterym modul provede to, co ma. Mimo tyto tablony, keré jsou soueasti
modulu, existuji i speciélni tablony, které gidi bih UFO prerocesoru. Jednou z nich
je napgiklad soubotUZDCLP.Inebo vstupni soubor s popisem geleného optimali-
zaeniho problému. V lablonach jsou také ulo¥seny informaa® @utomaticky vybir
optimalizaéni metody.

2.1.4 @idici jazyk systéemu UFO, makroprominné

Nyni bli%e popiteme vstupni soubor, gidici jazyk systéemu@Eve kterém je vstupni
soubor napséan), a zpracovani vstupniho souboru UFO prepesorem. @idici jazyk
systému UFO obsahuje etygai typy instrukci: pgikazy Fortran77, pgikazy Fortranu 77
obsahujici makroprominné, instrukce gidici UFO preproaas (mohou obsahovat
makroprominné) a specialni makroinstrukce (substituce).

Makroprominné jsou v systému UFO velmi podstatné. Jsou typtextovy getizec
a jejich jméno v¥udy zaéiné znaketh Hlavni vyznam makroprominnych je v substi-
tuci jejich hodnot v pgikazech Fortranu nebo v gidicich paiech UFO CL. Pgigazeni
hodnoty do makroprominné provedeme pgikazeBdMENOMAKROPROMINNE="hodnota'

LPodrobnijti popis vstupniho souboru systému UFO je uveden ra strani 50.
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Pokud hodnota je éislo, neni nutné pou%ivat uvozovky. Nadad pgigadime-li
$HESF='D, $TYPE='L', $DECOMP='G'a $NUMBER=1pak se 1z vyrazu
CALL UDS$SHESF3$TYPE$SDECOMPSpEB&EdVani UFO preprocesorem diky sub-
stituci stane CALL UDDLGIiny zpusob, jak nastavit hodnotu makroprominné, je
nasledujici posloupnost pgikazu

$SET(JIMENOMAKROPROMINNE)
hodnota_makroprominné
$ENDSET

Hodnota hodnota_makroprominnénemusi byt pouze jeden gadek, mu%e jich obsa-
hovat libovolni mnoho. Tento zpusob se hodi zejména pgi vklani nikolika pgikazu
Fortranu. Hodnoty makroprominnych |ze minit pomoci instrukci jazyka UFO CL.

Obecni geéeno, pomoci instrukci jazyka UFO CL je mo%né nklaaii de novat
a minit hodnoty makroprominnych, vkladat dal'i soubory (se souéasnym prove-
denim nebo neprovedenim jejich zpracovani UFO preprocesar), vitvit prubih
zpracovani a provadit cykly (i zde se napgiklad jako gidicigminna cyklu pou¥siva
makroprominnd). Dal*imi instrukcemi jsou specialni substuce, které ovlivou;ji bih
UFO preprocesoru. Jedna se napgiklad o instruk$BATCHSMETHOSSTANDARIR.
Napgiklad uvedeni instrukcesMETHOEpuUsobi vygenerovani optimalizaéni metody
(vlastni slo¥eni z jednotlivych modulu) podle pgedem spkovanych po¥aadavku.
Instrukce $STANDARIovede sestaveni programu se (zhruba geéeno) deklaracami
inicializaci prominnych, vlastni vypoeet sestavenou metiou a vypsanim ziskanych
vysledku. Pro Uplnost dodejme, ¥%e ka¥ada instrukce zaéingkem $.

UFO preprocesor je zalo¥en na interpretru BEL (Batch Editdranguage), ktery
byl vyvinut jako souéast systému UFO. BEL je uréen hlavni pralavkové zpracovani
textu (programu, tiskovych vystupu atd.). Jeho hlavni pgikzy jsou bui gidici in-
strukce (podminka, cyklus, operace s makroprominnymi atfinebo substituce hod-
not makroprominnych. Vidime tedy, %e nikteré gidici pgikat)FO CL jsou vlastni
gidicimi pgikazy BELu. Jeho podrobnijti popis je uveden vl

Vratime-li se nyni k pgikladu na strani 48, je ji% témig celyagny. Makro-
prominnou $INPUTspeci kujeme poééateéni hodnoty prominné&, makroprominna
$FMODELde nuje postup pro vypoéet optimalizované funkce. Kdybycbm speci -
kovali hodnoty makroprominnych $§GMODEBRBHMODEIjdko postup vypoétu gradi-
entu a Hessovy matice optimalizované funkce, pou%iil by s gejich vypoéet tento
pgedpis. Tyto makroprominné jsme ale nezadali, tak¥e sedjeat i Hessova matice
spoete numericky pomoci pomirnych diferenci. Makropromima $NFuréuje poéet
nezavislych prominnych aSNOUpodrobnosti vystupu spoéetenych hodnot. Instrukce
$BATCHpusobi, ¥%e se nebude volat dialogovy méd$a&TANDARMtvogi program
ve Fortranu, ktery bude getlit nad! optimalizaeni problém.

V tomto vstupnim souboru jsme neureili, jaka metoda se ma pétit. Byla tedy
systémem vybrana automaticky podle Gdaju o metodach, ktefjéou ulo¥eny v tab-
lonach. Metodu, kterou chceme pou%it, speci kujeme volbéwdnot makropromin-
nych $CLASS$TYPE$SDECOMENUMBERSUPDATE
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2.1.5 Oznaeeni funkci

Viechny funkce, které souvisi s gelenym optimalizaénim ptément, se zadavaji
pomoci makroprominnych, jejich¥s jméno se sklada ze tgi €aBtvni éast je nikteré
z pismenF, G D, Hnebo jejich kombinace EG FO GD FGDnebo FGH PismenoF
znamena hodnotu funkceG gradient vzhledem k zakladnim prominnych,D gradi-
ent vzhledem k stavovym prominnym aH Hessovu matici vzhledem k zakladnim
prominnym. Kombinace tichto pismen znamena, %e jsou zadapgisluné funkce
zarove0. Druhd éast jména makroprominné je v¥dyODE geti éast je jedno z pis-
menF, A C E Y, navic ka¥%dé z nich (kromF) mu%se byt nasledovano pismeneg
Podle tohoto jednoho (dvou) pismen speci kujeme, jakou flei (pgipadni jeji deri-
vace) zadavameF znamena minimalizovanou (modelovou) funkciCznamena funkci
z vazbovych podminek atd. Pokud na konci jména makropromirnneni pismend,
zadavame pgislutnou funkci pro konkrétni index, jinak zadame funkce pro viechny
indexy najednou. Libovolné kombinace prvni, druhé a tgetésti jména makropro-
minné nejsou mo¥né. Jména makroprominnych, které Ize z tiohtgi éasti slo¥ait,
veéetni daltich podrobnosti jsou uvedeny v [18]. Napgikladbsah makroprominné
FGMODELFeuje vypoéet hodnoty optimalizované funkce a jeji prvni etivace. Ze
jmen makroprominnych také vyplyva, jaké je oznaéeni zavigth a nezavislych pro-
minnych funkci, které jsou timito makroprominnymi de nova ny.

Jak ji% vime, systétm UFO pou¥iva ke svym vypoétum také hodnoterivaci
funkci. Ty je mo%né zadat analyticky pomoci makroprominnfic které jsme po-
psali v pgedchozim odstavci (napgiklad makroprominndtGMODB)_FRebo jsou je-
jich aproximace poeéitany pomoci pomirnych diferenci (viz akroprominna $MC)G

Jeden z ukolu této disertaéni prace bylo implementovat auteatické derivovani
do systému UFO jako dal'i zpusob vypoetu derivaci funkci. Aamatickou trans-
formaci vypoetu hodnot funkce na vypoéet hodnoty funkce a jjederivace bude
provadit BEL preprocesor. V dalti kapitole tuto implementeci detailni popiteme.

2Jedna se napgiklad o minimalizovanou (maximalizovanou) fokci, funkce uréujici vazbové pod-
minky atd.
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Kapitola 3

Automatické derivovani
v systemu UFO

Jednim z dkolu této disertaéni prace byla implementace amatického derivovani do
systému UFO jako dal'i zpusob vypoétu derivaci funkci. V feédujicich odstavcich
popiteme detaily této implementace.

3.1 Vyvolani automatického derivovani
v systému UFO

Pomoci automatického derivovani je mo¥né v systému UFO pgathodnoty prv-
nich nebo druhych derivaci funkci, které jsou zadany makrogminnymi FMODELF
FMODEL#ebo FMODELC

Zadanim jedné z nasledujicich hodnot do prominn&IADF se uréuje, zda se
ma& pou¥iit automatické derivovani pro vypoéet hodnoty desee funkceFF v pro-
minné FMODELF

$IADF=0 (defaultni hodnota)
Derivace funkceFF zadané vFMODELS$e nepoeitaji pomoci automatického
derivovani.

$IADF1
Prvni derivace funkceFFzadané prominnouFMODELde poeéitaji pomoci zpit-
ného modu automatického derivovani. Je vytvogena prominf@GMODEERY-
poétem hodnoty funkceFF a jejiho gradientu GE Prominna FMODELE poté
zrutena.

$IADF=2

Druhé derivace funkced-Fzadané prominnouFMODELge poéitaji pomoci zpit-
ného a pgimého médu automatického derivovani. Jsou vytvageprominné
FGMODELE vypoetem hodnoty funkceFF a jejiho gradientu GF{ pomoci
zpitného médu) a prominna HMODELE vypoétem hodnoty funkceFF, jejiho
gradientu GFa jeji Hessovy maticeHF{ pomoci zpitného médu a naslednou
aplikaci pgimého modu). Pak je prominn&MODEL#uena.
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Vyvolani automatického derivovani pro funkce de nované mminnymi FMODELA
resp.FMODEIg€g provadi analogicky jako pro prominnolrMODELRi se vtak jméno
prominné ureujici po¥adovanou transformaci: misto pronm@ $IADF se pou¥siva
$IADA resp.$IADC

V ramci jednoho vstupniho souboru je mo%né nezavisle kondvat hodnoty
prominnych $IADF, $IADAa $IADC napgiklad$IADA=2 $IADC=1atp.

3.2 Omezeni pgi pou¥iti automatického derivovani
v systému UFO

Jak ji%a vime z pgedchozich kapitol, transformace prominR&1ODE|L.FMODEL#ebo
FMODELgomoci automatického derivovani je transformace programunebo jeho
easti. Aby implementace automatického derivovani v systdamUFO nebyla pgilit
komplikovana, polo%iili jsme jista omezeni na obsah tichtargminnych FMODELF
FMODELAFMODELG. na vypoeet hodnot FF, FAa FC

ve vypoeétu je zakazano volani subroutin a funkci, kromi statardnich funkci
Fortranu. (Toto omezeni neplati, mame-li k dispozici navit subroutinu nebo
funkci s vypoetem derivace podle konvenci popsanych v dattbdstavci. V tom
pagipadi je mo¥né u3iivatelsky de nované subroutiny nebo Koa ve vypoetu
pou¥ait.)

pokud se ve vypoétu pou¥siva pole (de nované napgiklREAL*8 W(100Q)a
jeho hodnoty jsou zavislé na nezavislych prominnycK() , pak je taeba "rueni”
deklarovat poleINTEGER [IABV(100) tj. pole, jeho% jméno je slo¥senim getizce
IAD_ a jména puvodniho pole. Toto novi de nované pole je typdNTEGER
ma stejnou velikost jako puvodni pole. Toto nové pole bude sahovat indexy
do pole, kde jsou zaznamenavany vtechny provadiné operace.

ve jménu prominné nemu¥se byt obsa¥sena eislice
v pgikazulF a ELSEIF

{ lze porovnavat pouze eisla a prominné, ¥adné vyrazy nelzeodminkach
pou¥ait,

{ neni mo%¥né pou¥iivat mezery (napgiklad, neni mo¥ané poudsiimal IF
(A .LT. B) C=D+1, lze vtak pou%it podminkuF(A.LT.B)C=D+1 ,

{ indexy poli a argumenty funkci se netransformuji, jsou poezpgekopiro-
vany. Toto omezeni se tyka pouze podminky, nikoliv pgikazugvadiného,
kdy% je podminka splnina.

v pgikazu pgigazeni:

{ na rozdil od pgikazuF a ELSEIF mezery v pgikazu pgigazeni mohou byt
obsa¥seny,

53



{ “iteraeni pgigazeni" (napgiklagr=F*X(l) ) s prominnymi, které jsou za-
vislé na nezavislych prominnychX(), je nutné pgeformulovat za pouaiti
cyklu a novi nade novaného pole, napgikladV(I+1)=W(1)*X(l) .

nelze pou3iit tzv. "computed goto statement”, tj. pgikaz
GO TQdbell, label2, ...labelINNNTEGER-EXPRESSION

Jak vidime, tyto pgedpoklady na z4pis vypoetu funkdtF, FAa FCv makropro-
minnych FMODELFMODEL:AFMODEL@jsou pgilit omezujici.

3.3 Zakladni principy implementace
automatického derivovani v systému UFO

V tomto a nasledujicim odstavci popiteme zakladni principymplementace automa-
tického derivovani pro prominnou FMODELPro prominné FMODELAFMODELE
postup implementace Uplni analogicky.

Viechny popsané transformace automatickym derivovanim pbihaji na Uplném
zaéatku zpracovani vstupniho souborttlUFO systémem UFO.

Jak ji%a vime z odstavce 3.1, pgi zadani hodnoty 1 nebo 2 do proré $IADF
dojde k vytvogeni prominnéFGMODELK# pro $IADF=2 také k vytvogeni prominné
HMODELER smazani prominnéFMODELF

Do prominné FGMODEIse pgitom ulo¥i postup vypoétu hodnoty funkde- a
jejiho gradientu GFpomoci zpitného médu automatického derivovani. Pou¥aivame
zpitny moéd, proto¥se v prominnéFMODELSe poéita skalarni hodnotaFF a pro
vypoeet jejiho gradientu je zpitny mod vyhodnijti.

Prominnou FGMODEIziskdme z prominnéFMODELRasledujicicim zpusobem.
Struéni geeeno, viechny vypoeéty a pgigazeni ztransformoge aby se kromi prove-
deni tohoto vypoetu a pgigazeni zaznamenala provedena aperspoleeni s argu-
menty do poli, kterymi ve druhé easti vypoetu projdeme odzada vykoname pat-
@giené operace pro vypoeet derivace. Pgednastavené délkitt poli jsou SNADARR=
1000 Je-li potgeba tato hodnota zvittit, vio¥sime do vstupnihoosiboru gadek, na
kterém pgigadime potgebnou hodnotu, napgiklidADARR=2000

Pro prominnou HMODE pkati vyle uvedena fakta analogicky jako pro prominnou
FGMODELd#e vypoeéet derivace probiha pomoci aplikace nejprve zp&ho modu a
nasledni pgimého modu.

Konkrétni ukazky pgislutnych de nic prominnych a subrutina dal*i podrobnosti
implementace uvedeme v nasledujicim odstavci 3.4.

3.4 Technické detaily implementace
automatického derivovani v systému UFO

V tomto odstavci uvedeme technické podrobnosti o implemesti automatického
derivovani v systému UFO. Vice detailu je mo%ané najit ve vyakné zpravi [9].
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3.4.1 Prvni derivace

Jak jsme ji%a naznaeili, pgi vypoétu hodnot derivace pomouaf@matického derivovani
($IADF=1 nebo 2) jsou viechny nezavislé prominné a provadiné opeara (jejich
typ, argumenty a numerické hodnoty vysledku) postupni zazamenavany do poli
o velikosti SNADARRro $IADF1 nebo 2 se jedna o pole:

REAL*8 V($NADARRje pole, ve kterém jsou ulo¥zeny hodnoty = ' i(v;); i,
viz vztah (1.1),

P
REAL*8 VBAR($NADARjR)Yole, ve kterém jsou ulo¥eny hodnoty =

%, viz vztah (1.4),

INTEGER OPCODE($NADARPYIe, ve kterém je ulo¥sena identi kace operace
provadiné v i-tém kroku (napgiklad, séitani odpovida 10, nasobeni odbabé
30, sinu odpovida 60 atp.),

i iV

INTEGER ARG1($NADAHRR)ole odkazu do tichto poli pro prvni argument
pravi provadiné operace,

INTEGER ARG2($NADAR&)ole odkazu do tichto poli pro druhy argument
pravi provadiné operace.

Pgi vypoétu druhych derivaci $IADF = 2) se pou%iivaji dvi dalti pole, ktera
uvedeme v nasledujicim odstavci.

Ka¥sda elementarni funkce;(v;); i (napgiklad nasobeni, sinus atd.) v postupu
vypoétu hodnotyy = f (x) je v prubihu transformace nahrazena subrutinou, ktera
kromi puvodni operace' i(v;); i provede i zaznamenani svého zavolani do pali
VDOTOPCODRRGLARGR pgipadni také VDOTVBARDTNapgiklad, elementarni
funkce nasobeni nebo sinus jsou nahrazeny subrutinaBMULT Gesp. SING

I--- ztransformovana operace nasobeni ---
INTEGER FUNCTION BMULTG(IARG1, IARG2) !vstupni paramepygadi (index)
Inumerickych hodnot v polich, které
Iméme vynasobit
lvystupni hodnota: pogadi (index)
v polich pro pravi tuto operaci
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, IARG2

V(INDARR)=V(IARG1)*V(IARG2) Ispoéteni elementarni oper ace nasobeni
VBAR(INDARR)=0.0D0 Ilvynulovani prominné v_i s pruhem

!(bude se do ni postupni pgiéitat)
OPCODE(INDARR)=30 Izaznamenéni kédu této operace (30=nébeni)
ARG1(INDARR)=IARG1 Izaznamenéani pogadi (indexu) v polich

Ipro prvni (levy) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 Izaznamenéani pogadi (indexu) v polich

lpro druhy (pravy) argument
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BMULTG=INDARR Ipogadi této operace
INDARR=INDARR+1 Ipgiprava na dal'i elementérni operaci -
I- posunuti indexu ("ukazovatka") do poli,
lkam a¥%: jsou pole vyplniny
END

I--- ztransformovana operace sinus ---
INTEGER FUNCTION SING(IARG1)
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1

V(INDARR)=SIN(V(IARG1))
VBAR(INDARR)=0.0D0

OPCODE(INDARR)=60 Izaznamenani koédu této operace (60=sirs)
ARG1(INDARR)=IARG1 Isinus m& pouze jeden argument
SING=INDARR
INDARR=INDARR+1

END

V prubihu ztransformovaného vypoetu se na viechny nezavéslprominné a na
prominné, které na nich zavisi, a také na konstanty, odkazame pomoci pogadového
eisla provadiné operace, ve které vznikly. Toto pogadi odgda indexu v polich,
kde jsou informace o této operaci ulo¥eny. Jména prominnygou pro tento Uéel
transformovana { jsou slo¥enim getiz¢A&D_ a jména pgislulné prominné, napgiklad
IAD_X(*) pro nezavislou prominnouX(*) nebolAD_PROMro prominnou PROMa
strani 58 uvedeme nazorny pgiklad s vysvitlenim, jak se oae a hodnoty do poli
ukladayji.

Posledni faze vypoétu hodnoty derivace je zavolani subroyi RVRS\WRera pro-
jde poly V, VDO, TJOPCODERGIARG®dzadu dopgedu a provede tak vlastni vypoeet
hodnot (1.4), tj.

. @

Vi = Vj @V
|

neboli

Vi = Vit @(vk)kj pro i j =L

@v
ProceduraRVRSWP

SUBROUTINE RVRSWP()
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V(SNADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 DERIV
INTEGER |

DO 999, I=INDARR-1, 1, -1 Icyklus pges jednotlivé operace po  zpéatku,
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Itj. pruchod polemi odzadu dopgedu
IF(OPCODE(I).EQ.30) THEN loperace nasobeni
VBAR(ARG1(1))=VBAR(ARG1(1))+VBAR(I)*V(ARG2(I))  !post upné pgiéitani hodnot
!do prominné v_. s pruhem
VBAR(ARG2(1))=VBAR(ARG2(1))+VBAR(I)*V(ARG1(l)) !postupné pgiéitani hodnot
ldo prominné v_. s pruhem

ELSEIF(OPCODE(]).EQ.60) THEN loperace sinus
DERIV=COS(V(ARGL1(I))) Ipomocna prominna
VBAR(ARG1(l))=VBAR(ARG1(l))+VBAR(I)*DERIV Ipostupné piéitani hodnot

ldo prominné v_. s pruhem

ELSEIF(OPCODE(l).EQ.2) THEN loperace nezavisla prominna
CONTINUE

ENDIF
999 CONTINUE
END

Po provedeni této subrutiny jsou ji% spoéteny hodnoty dedwi v pgislutnych
prvcich pole VBARodkud je pgigadime do prominnyclGF(*), jak se pgedpoklada
pro vystup z prominné FGMODEKRapgiklad proX=(%,X>):

DO 86 IADCOUNT=1,2
GF(IADCOUNT)=VBAR(IAD_X(IADCOUNT))
86 CONTINUE

Pro Uplnost bychom mili dodat, %e na zaeatku prominnE GMODEIjg-zavolan
cyklus pro spravnou de nici a oznaéeni nezavislych promigeh X(*) { napgiklad
pro X=(X,X2):

DO 85 IADCOUNT=1,2
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDP(X(IADCOUNT))
85 CONTINUE

kde MKINDP(X(.)) je subrutina, ktera ulo¥i hodnotu prominnéX(.) do poli a
oznaei ji jako nezavislou prominnou:

I --- operace definovani nezavislé prominné ---
INTEGER FUNCTION MKINDP(CISLO)
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO

VBAR(INDARR)=0.0D0

OPCODE(INDARR)=2

MKINDP=INDARR

INDARR=INDARR+1
END
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Proto¥e vime, jaké jsou zavislé a nezavislé prominné proKoa zadané makro-
prominnymi FMODELIFMODEL&AFMODEL@apgiklad proFMODELBou nezvislé
X a zavislé FP), je oznaéeni tichto prominnych jako nezavislé (a zavislépomoci
procedur MKINDRBnadné.

Konstanty, které se ve vypoetu pou3iivaji, jsou také ulo¥%ety poli pomoci
subroutiny MKCNST (hodnotkonstanty)

I --- operace definovani konstanty ---
INTEGER FUNCTION MKCNST(CISLO)
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO

VBAR(INDARR)=0.0D0

OPCODE(INDARR)=1

MKCNST=INDARR

INDARR=INDARR+1
END

Pgiklad

Na jednoduchém pgikladu ukéd¥eme, jak jsou data v polMiVBAROPCODERGH
ARG2ilo%ena.

Mijme funkci f (X1;X2) = X3 X +1. Ve zdrojovém programu, na ktery budeme
aplikovat automatické derivovani, se poeita jeji hodnotayrazem

X)) * X(2) + 1.
Tento vyraz se transformuje automatickym derivovanim na waz
BPLUSG(BMULTG(IX[),IAD _X(2)),MKCNST(DBLE(1)))

kde IAD_X(1) a IAD_X(2) jsou odkazy (indexy) do poli, kde jsou ulo¥seny nezavislé
prominné X(1) a X(2) (pomoci procedurMKCNST(X(1)a MKCNST(X(2))

V tabulce 3.1 je ukazano, jak jsou data v policty, VBAROPCODBRGHh ARG2
tisni pged zavolanim proceduryRVRSWRoYsena. []

3.4.2 Druhé derivace

Pgi vypoetu druhych derivaci $IADF2) se kromi piti poli se zaznamenanymi ele-
mentarnimi operacemi (kapitola 3.4.1) pouiivaji dvi poleanic:

BEAL*8 VDOT(SNADARRE pole, ve kterém jsou ulo¥eny hodnoty; =
P %_}i,(vk)k iV, viz vztah (1.3),

REAL*8 VBARDT($NADAR}R)pole, ve kterém jsou ulo¥eny hodnoty;, viz
vztah 1.15.
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pogadi 1 2 3 4 5
provadiné operace
provadina operace| de nice de nice X1 X2 de nice X1 Xo+1

nezavislé | nezavislé konstanty

prominné | prominné 1

X (1) X (2)
subrutina, odkud MKINDP | MKINDP | BMULTG MKCNST BPLUSG
zaznam operace (X(1) (X(2)) (42) (DBLE(1)) ()
v polich vznikl
index v polich | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | ...
pole V hodnota hodnota hodnota hodnota hodnota
X1 X2 X1 X2 1 X1 Xp+1

pole VBAR | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | ...
pole OPCODE | 2 | 2 | 30 | 1 | 10 | ...
pole ARG1 | 0 | 0 | 1 | 0 | 3 | ...
pole ARG2 | 0 | 0 | 2 | 0 | 4 | ...

Obrazek 3.1: Ulo%eni dat v polich pro pgiklad implementaag@anatického derivo-
vani.

Ve vypoetu druhych derivaci, kdy se aplikuje nejprve zpitnymod a pak pgimy
mod, jsou vyle uvedené podprogramy slo%itijti. Odvodime f@pgiklad tak, ¥%e na
podprogramy z odstavce 3.4.1 aplikujeme pgimy mod autonekého derivovani.

I--- ztransformovana operace nasobeni (vypoeet druhych de rivaci) ---
INTEGER FUNCTION BMULTH(IARG1, IARG2) lvstupni paramepggadi (index)
Inumerickych hodnot v polich, které
Imame vynasobit
lvystupni hodnota: pogadi (index)
v polich pro pravi tuto operaci
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, BRBR, IN
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),($BARBRR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, IARG2

V(INDARR)=V(IARG1)*V(IARG2) Ispoéteni elementarni oper ace nésobeni
VDOT(INDARR)=V(IARG1)*VDOT(IARG2)+VDOT(IARG1)*\GAR !aplikace pgimého mddu
Ina operaci nasobeni

VBAR(INDARR)=0.0D0 lvynulovani prominné v_i s pruhem

I(bude se do ni postupni pgiéitat)
VBARDT(INDARR)=0.0D0 lvynulovani prominné v_i s pruhem a &ékou

I(bude se do ni postupni pgiéitat)
OPCODE(INDARR)=30 Izaznamenéani kodu této operace (30=nébeni)
ARG1(INDARR)=IARG1 Izaznamenéani pogadi (indexu) v polich

Ipro prvni (levy) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 Izaznamenani pogadi (indexu) v polich

Ipro druhy (pravy) argument
BMULTH=INDARR lpogadi této operace
INDARR=INDARR+1 Ipgiprava na dalti elementarni operaci -
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I- posunuti indexu ("ukazovéatka") do poli,
lkam a% jsou pole vyplniny
END

I--- ztransformovana operace sinus (vypoéet druhych deriv aci) ---
INTEGER FUNCTION SING2(IARG1)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, BRBR, IN
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),($BIARBRR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1

V(INDARR)=SIN(V(IARG1))
VDOT(INDARR)=COS(V(IARG1))*VDOT(IARG1)
VBAR(INDARR)=0.0D0
VBARDT(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=60 1zaznamenani koédu této operace (60=sirs)
ARG1(INDARR)=IARG1 Isinus ma pouze jeden argument
SING2=INDARR
INDARR=INDARR+1
END

Subrutina, ktera prochazi poli odzadu dopgedu a poeita vias derivace:

SUBROUTINE RVRSWPH()
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, BRBR, IN
REAL*8 V($NADARR), VBAR(SNADARR), VDOT($NADARR) ($BIARBRR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 DERIV

INTEGER |
DO 998, I=INDARR-1, 1, -1 Icyklus pges jednotlivé operace po  zpéatku,
Itj. pruchod polemi odzadu dopgedu
IF(OPCODE(I).EQ.30) THEN loperace nasobeni

VBAR(ARG1(1))=VBAR(ARG1(1))+VBAR(I)*V(ARG2(l)) !post upné pgiéitani hodnot
Ido prominné v_. s pruhem

VBARDT(ARG1(l))=VBARDT(ARG1(I))+ Ipostupné pgiéitani hodnot
& VBARDT(I)*V(ARG2(I))+ Ido prominné v_. s pruhem a teekou
& VBAR(1)*VDOT(ARG2(1))

VBAR(ARG2(1))=VBAR(ARG2(1))+VBAR(I)*V(ARG1(l)) !post upné pgiéitani hodnot
ldo prominné v_. s pruhem

VBARDT(ARG2(I))=VBARDT(ARG2(I))+ Ipostupné pgiéitani hodnot
& VBARDT(I)*V(ARG1(I))+ Ido prominné v_. s pruhem a teekou
& VBAR(1)*VDOT(ARGL1(I))

ELSEIF(OPCODE(]).EQ.60) THEN loperace sinus
DERIV=COS(V(ARGL1(I))) Ipomocna hodnota
VBAR(ARG1(1))=VBAR(ARG1(l))+VBAR(I)*DERIV Ipostupné piéitani hodnot
ldo prominné v_. s pruhem

VBARDT(ARG1(l))=VBARDT(ARG1(I))+ Ipostupné pgiéitani hodnot
& VBARDT(I)*DERIV- Ido prominné v_. s pruhem a teekou
& VBAR(I)*SIN(V(ARGL1(])))*VDOT(ARGL(I))
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ELSEIF(OPCODE(l).EQ.2) THEN loperace nezavisla prominna
CONTINUE

ENDIF
998 CONTINUE
END

Proto¥e pgi vypoetu druhych derivaci pro prominnodMODEILdhceme spoeéist
celou Hessovu matici, musi byt uvnite prominnédMODEIdyklus, ve kterém se po-
eitaji jednotlivé gadky Hessovy matice. Napgiklad pd=(>%,X>):

DO 97 IADN=1,2
vypoéet IADN-tého gadku Hessovy matice

97 CONTINUE

Dale, cyklus pro pgigazeni hodnot spoétenych derivaci d@minnych HF{ na-
paiklad proX=(%,X5):

DO 99 IADCOUNT=1,IADN
HF(IADN1+IADCOUNT)=VBARDT(IAD_X(IADCOUNT)) ! spoétesdnota derivace
99 CONTINUE
IADN1=IADN1+IADN

CykKlus pro pgigazeni hodnot nezavislych prominnych do pok zaéatku vypoétu
prominné HMODELkde se navic uréuje, podle kterych prominnych se bude devixat
v pgimém maédu:

DO 98 IADCOUNT=1,2
IFIADCOUNT.EQ.IADN) THEN
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDPH(X(IADCOUNT),1.0D0) !definiceezavislé prominné
! a smirové derivace
ELSE
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDPH(X(IADCOUNT),0.0D0) !definiceezavislé prominné
! a smirové derivace
ENDIF
98 CONTINUE

De nice nezavislé prominné:

I --- operace definovani nezavislé prominné (vypoéet druhy ch derivaci) ---
INTEGER FUNCTION MKINDPH(CISLO1,CISLO2)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, BRBR, IN
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),($BIARBRR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1(3NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO1, CISLO2

V(INDARR)=CISLO1 !definice nezavislé prominné
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VBAR(INDARR)=0.0D0
VDOT(INDARR)=CISLO2 Ismirovy vektor
VBARDT(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=2
MKINDPH=INDARR
INDARR=INDARR+1
END

De nice konstanty:

I --- operace definovani konstanty (vypoéet druhych deriva ci) ---
INTEGER FUNCTION MKCNSTH(CISLO)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, BRER, IN
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),($BARBRR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1(3NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO Idefinice konstanty
VBAR(INDARR)=0.0D0
VDOT(INDARR)=0.0D0
VBARDT(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=1
MKCNSTH=INDARR
INDARR=INDARR+1
END

Shrnime nyni pro pgehlednost jelti jednou viechny zminy, ktré pgi transformaci
automatickym derivovanim nastavaji:

de nice procedurBPLUSG, BSING, RVRS&WIR slou¥aici pro vypoéet a zazna-
menani elementarnich operaci atd. a jejich slinkovani s pagnim programem,

transformace vypoétu (tak, aby se kromi spoeéteni elementdich operaci také
zaznamenalo jejich pogadi, parametry a vysledné hodnoty)satim souvise-
jici pgejmenovani prominnych (nezavislych prominnych a eth prominnych,
které na nich zavisi),

zavolani proceduryRVRSWo $IADF=1 (resp. RVRSWRKb $IADF2), ktera
projde seznamem provadinych operaci ppozpatkuy a provedastni vypoeet
derivaci.

3.5 Modi kace ablon systému UFO pro automa-
tické derivovani

Systém UFO je zalo¥en na textovém preprocesoru BEL, kterylbyyvinut jako

soueast systemu UFO. Zaji'»uje vytvageni vysledného prag, ktery geli zadany
optimalizaéni problém. Preprocesor BEL zpracovava lablgna podle speci kova-
nych po¥adavku na optimalizaeni problém provadi dosazowvgednotlivych easti
programu. Pgi implementaci automatického derivovani do sg¢mu UFO bylo nutné
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zminit nikteré *ablony i samotny textovy preprocesor BEL. Zde popiteme nikolik
zakladnich mytlenek, detaily jsou popsané ve vyzkumné zpig9].

©ablonaUZDECL.Islou%i k deklaraci prominnych, pou%aivanych ve vysledném
programu P.UFO Proto jsme na jeji konec pgidali east kodu, kterym se, pormioc
tablon UZADDL1.| resp. UZADD.] deklaruji prominné pou%ivané pgi automatickém
derivovani, popsané v odstavci 3.4.1 na strani 55, respeli v odstavci 3.4.2 na
strani 58.

©ablonaUZINIT.I se pou¥siva pro inicializaci numerickych metod. V pgipadi
automatického derivovani zde, anebo ve vnogenych tablohdprobihaji nasledujici
kroky:

Pgigazen$NADARR=1Q0fbkud hodnota$NADARfeNi v souboruP.UFQde -
novana jinak. Toto pgigazeni probiha v tfablonaddZADSITesp. UZADS2.]

Deklarace procedur, které se pou¥sivaji pgi volani autorokého derivovani.
Jednd se o procedury z odstavce 3.4.1, resp. z odstavce 3.%y2o procedury
jsou vlo¥seny do makroprominn8SUBROUTINEBSIo vysledného programu jsou
vlo¥seny pomoci tablovZADS1.) resp. UZADS2.]

Vlastni transformace makroprominnéFMODELFesp. FMODEL#eboFMODE).C
na makroprominnou FGMODEIfesp. FGMODEIh&bo FGMODEBLE pgipadni
také HMODELFesp. HMODEL#ebo HMODE),Gby tyto upravené makropro-
minné poéitaly derivace automatickym derivovanim. Tato tansformace je za-
jittina tablonami UZADFL1.] resp.UZADF2.]

Vymazani makroprominnéFMODELFesp. FMODEIl&boFMODE),@rovedené
ze *ablony UZADFL1.] resp. UZADF2.]

3.6 Pgiklad

Pou%iti automatického derivovani v systému UFO a jeho vyhpdudeme demon-
strovat na nasledujicim pgikladu. Nechx 2 RN a nech» funkceF : RN | R je

de novana jako
X

Fx)=  (N+i P)%; (3.1)
i=1

kde !

X . o i+ ]

P = 5(1 + mod(i; 5) + mod(j; 5)) sin(x;) + 1—Ocos(xj) ;

j=1
kdemod(a; b je zbytek po vydileni "adileno b'. Hledame lokalni minimum funkceF
S poéateeni iteraci

Vstupni soubor pro systém UFOP.UFQe na obrazku 3.2.
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INTEGER IAD_W($$NF+1) 101

REAL*8 W($$NF+1) 102
$SET(INPUT) 103
DO 80 I=1, $$NF 104
X(1)=1.0D0/I 105
80 CONTINUE 106
$ENDSET 107
$SET(FMODELA) 108
W(1)=0.0D0 109
DO 81 I=1, $$NF 110
A=5.0D 0*(1.0D 0+MOD(I,5)+MOD(KA,5)) 111
B=DBLE(I+KA)/1.0D1 112
W(I+1)=W(1)+A*SIN(X(1))+B*COS(X(1)) 113
81 CONTINUE 114
FA=(DBLE($SNF+KA)-W($SSNF+1))*2 115
$ENDSET 116
$MODEL='AF' 117
$NF=50 118
$NA=50 119
$NOUT=1 120
$IADA=1 121
$BATCH 122
$STANDARD 123

Obrazek 3.2: Vstupni souboP.UFQOpro pgiklad { automatické derivovani v systému
UFO.

Pai vypoetu chceme pou¥iit automatické derivovani pro fuekde nované makro-
prominnymi FMODELAroto pgigadimeslADA=1(gadek 21). Makroprominnd$NF
(gadek 18) uréuje poéet nezavislych prominnyck(*) , makroprominné MODE(géa-
dek 17) a$NA(gadek 19) speci kuji typ optimalizované ulohy (viz [18])Vypoeet
hodnoty

(N+i P)? (3.2)

(viz vztah 3.1) se de nuje prominnouFAv makroprominné FMODEL(&adky 8 a¥%s 16).
Hodnoty poeateeni iteraceco se zadavaji makroprominnouNPUT(gadky 3 a%a 7).
Proto¥e makroprominn&lADAje nastavena na hodnotu 1 (gadek 21), provede se
na zaéatku zpracovani vstupniho soubor.UFOQvrymazani makroprominnéFMODELA
a vytvogeni makroprominnéFGMODEL#era je zobrazena na obrazku 3.3. Zde jsou
na gadcich 2 a% 4 oznaéeny prominkg) jako nezavislé prominné. Na gadcich 9
a¥%. 10 je ztransformovany pgikaz pgigaa#ii+1)=W(I)+A*SIN(X(1))+B*COS(X(I))
z gadku 13 (na obrazku 3.2) a na gadcich 12 a 13 (na obrazku g3)transformo-
vany gadek 15 (na obrazku 3.2), toti#A=(DBLE($SNF+KA)-W($SNF+1))**Z tichto
ztransformovanych gadku jsou volany subroutiny, které pvadi nejen puvodni ele-
mentarni aritmetické operace, ale také zaznamenani tichtoperaci do poli (viz ka-
pitola 1.6). Parametry tichto subroutin jsou odkazy do poli(indexy poli) { jméno
prominné je v¥.dy spojeni getizddD_ a jména puvodni prominné.t

1Tyto prominné { odkazy do poli neni taeba zvla'» deklarovat,s vyjimkou pgipadu, kdy pavodni
prominna je pole, jak je popséano v kapitole 3.2. Proto na gadl 1 na obrazku 3.2 deklarujeme pole
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INDARR=1 101

DO 85 IADCOUNT=1,50 102
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDP(X(IADCOUNT)) 103
85 CONTINUE 104
IAD_W(1)=MKCNST(DBLE(0.0D0)) 105
DO 81 I=1, 50 106
A=5.0D 0*%(1.0D 0+MOD(l,5)+MOD(KA,5)) 107
B=DBLE(I+KA)/1.0D1 108
IAD_W(I+1)=BPLUSG(BPLUSG(IAD_W(l),BMULTG(MKCNS@RBSING(IAD_ 109
&  X(1)))),BMULTG(MKCNST(DBLE(B)),COSG(IAD_X(1)))) 110
81 CONTINUE 111
IAD_FA=BEXPG(BMINUG(MKCNST(DBLE(DBLE(50+KA))) (3@ 1)y, MKCNST( 112
&  DBLE(2))) 113
FA=V(IAD_FA) 114
VBAR(IAD_FA)=1.0D0 115
CALL RVRSWP() 116
DO 86 IADCOUNT=1,50 117
GA(IADCOUNT)=VBAR(IAD_X(IADCOUNT)) 118
86 CONTINUE 119

Obrazek 3.3: Hodnota prominnéFGMODEIgfo pgiklad { automatické derivovani
v systému UFO

Na gadku 14 je pgigazena spoétena hodnefatj. hodnota
(N+i P)?:

Na gadku 15 se provadi
vi=1:

Pruchod poly nazpit se zaznamenanymi operacemi se vyvola adi&u 16 subrou-
tinou RVRSWR()PPo jejim provedeni jsou spoéetené hodnoty derivaci pgigazelo
prominnych GA(gadky 17 a% 19).

@adky 5 a¥% 8 (na obrazku 3.3) jsou ponechéany beze zminy, péatonejsou zavislé
na nezavislych prominnychX(.) . Na gddku 1 (na obrazku 3.3) je poeateéni nastaveni
indexu do poli na ukladani provedenych operaci.

Pro porovnani doby vypoetu jsme tuto tlohu provedli také s yoétem derivaci
pomoci pomirnych diferenci (ve vstupnim souboriP.UFOjsme pgigazerblADA=1
nahradili pgigazeninslADA=(. Doby trvani vypoetu jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Pgi vypoétu pomoci automatického derivovani spoétené hauy konverguji k geteni
rychleji a vypoeet trva krat'i dobu. []

INTEGER IADV($$NF+1)
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| Poéet prominnych | automatické derivovani| pomirné diference]

N =10 0.11s 0.16 s
N =20 0.49 s 0.94 s
N =50 1.37 s 6.97 s
N =100 3.36s 4493 s

Tabulka 3.1: Porovnani doby trvani vypoétu { Pgiklad UFO.
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Kapitola 4

Automatické derivovani
a subgradient

V této kapitole automatické derivovani zobecnime { zeslatd poY.adavek spojitosti
derivaci elementarnich funkci gadn na lipschitzovskost, pgipadni konvexitu. V bo-
dech, kde derivace nebude spojita, budeme pro funkce altisbhodnota a maximum
schopni spoeist nijaky subgradient. Tato hodnota je dostgna pro pouiiti v nehlad-
kych optimalizaénich metodéach, jak budeme demonstrovataviru této kapitoly.

4.1 Lipschitzovské funkce a subgradient

Nejprve uvedeme nikteré vlastnosti lipschitzovskych funti. Dale zavedeme pojem
subgradient a subdiferencial a uvedeme jejich vlastnostr lipschitzovské funkce.
Nedokazana tvrzeni jsou pgevzata z [4], [17] nebo [20].

De nice 4.1
@ekneme, %e funkde: R" ! R je lipschitzovskav okoli bodux 2 R" (s kon-
stantou L), jestli%e existujé' > 0 tak, %e plati

Jf(x2) f(x1)] Lkxa xik;

pokud x; 2 B(x;") ax22 B(x;").
@ekneme, ¥e funkde: R" ! R je lokalni lipschitzovskav oblasti , je-li lipschi-
tzovska v okoli ka¥:dého bodu?2 . [

O existenci derivaci lipschitzovskych funkci vypovida n&dujici tvrzeni:

Vita 4.1 (Rademacher)

Nech» funkcd : R" ! R je lokalni lipschitzovska v oblasti 2 R". Pakf je dife-
rencovatelna skoro vtude, tj. mno¥inkx 2 R" : r f (x) neexistujeg ma Lebesgueovu
miru nula.

De nice 4.2
@ekneme, ¥%e funkde: R"! R ma v bodi x 2 R" smirovou derivacive smiru
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h 2 R", existuje-li koneéna limita
f(x+th) f(x),
" ;

) = .
[]

Proto¥e v nikterych bodech nemusi pro lipschitzovské furkderivace existovat,
pojem derivace zobecnime a pojem zavedeme subdiferencialgradient.

De nice 4.3
Zobecninou (Clarkovu) smirovou derivacifunkcef : R"! R v bodi x 2 R" ve
smiru h 2 R" de nujeme pgedpisem

fly+th) f(y).
t ;

fo(x;h) = Iirry1!sxup

t! 0+

[

De nice 4.4
Nech» funkce : R" ! R je lipschitzovska v okoli bodux 2 R". Pak mno%inu
@ix)= fg2 R":f%x;h) g'h 8h2R"g

nazvemesubdiferencialenfunkcef v bodi x. Elementy g 2 @{x) budeme nazyvat
subgradientyfunkcef v bodi x. []

V bodech, kde neexistuje derivace, je pro numerické optinieheni metody po-
staéujici namisto derivace pou3iit subdiferencial, respek nijaky subgradient. Za-
kladni vlastnosti subgradientu popisuji nasledujici tvreni.

Vita 4.2
Nech» funkcef : R" ! R je spoijiti diferencovatelna v bodix 2 R". Pak f je
lipschitzovska v okoli bodux a plati

@1x) = fr f(x)g: (4.1)
L]

Vita 4.3
Je-li funkcef : R" ! R lipschitzovska v okoli bodux 2 R" a diferencovatelna
v tomto bodi, plati

r f(x) 2 @1{x):
Rovnost (4.1) Ize dokazat pouze v pgipadi spojité diferen@ielnosti. []

Vita 4.4
Nech» funkce : R" ! R je lokalni lipschitzovska v okoli bodux 2 R", ktery je
jejim lokalnim extrémem (minimem nebo maximem). Pak plati

02 @1x):
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L]

Pro zduvodnini vypoétu subgradientu funkci absolutni hodota nebo maximum
pomoci automatického derivovani je zapotgebi dokdzat négdljici tvrzeni.

Vita 4.5
Nech» funkcd; : R"! R,i 2f 1;:::;kgjsou lipschitzovské v okoli bodx 2 R".
De nujme funkci f : R"! R pgedpisem

f(x)= max, fi(x):

r fi(x) 2 @1x):

Dukaz:
Potgebujeme ukazat, ¥%e pro viechha R" plati

fox;h) r f,(x)"h:
Proto¥sef (z) f,(2) pro z v okoli bodu x, plati

fly+th) Ty hily+th) 1),

fO(x; h) = limsup lim sup
e ! e t

Omezime-li se nay = x, dostavame

Iimsupf'(y+th) f(y) "msupfl(XHh) F)

N ! v o t

a proto¥ad (x) = f(x), je dale

e th) £00 _ o heceth) 00 o

limsup
t 0+ t tl 0+ t

Tim je dukaz proveden. []

4.2 Funkce maximum a absolutni hodnota,
vypoeet subgradientu

Funkce maximum (resp. minimum) a absolutni hodnotanemaji derivace na celém
svém de nienim oboru. Pgitom v praxi byvaji tyto funkce, jak elementarni funkce,
soueasti optimalizovanych funkci. Z toho duvodu byly vyviaty optimalizaéni me-

tody, kterym v bodi s neexistujici derivaci postaei hodnotaijakého subgradientu.

Proto je u¥iiteené rozligit automatické derivovani i pro vgeet subgradientu.
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Implemetaci vypoetu subgradientu pomoci automatického dgovani pro funkci
maximum lze podle Vity 4.5 provést takovym zpusobem, ¥e seogpe gradient té
funkce, kterd maximum v bodi uréuje. Neboli, oznaéme

f(x)= irznlaxk fi(x)

r fi(x), pak automatické derivovani spoéete hodnotu f(x).

Je-li v tomto bodi x funkcef je hladka, reprezentuje spoetena hodnotaf(x)
gradient funkcef v bodi x.

Jestli%ze v bodix funkcef neni hladka, podle Vity 4.5 (a za jejich pgedpokladu)
se tedy spoeetl nijaky subgradient funkcé v bodi x.

Poznamenejme, ¥%e pro funkci minimum plati analogicka sitea Pro funkci ab-
solutni hodnota

f(x) = jo(x)]
plati také analogicka tvrzeni, nebo»

ja = max(a; a):

4.3 Implementace funkce maximum
a absolutni hodnota

V tomto odstavci strueni uka¥seme, jak lze automatické deovani pro funkci ma-
ximum implemetovat. Doplnime tak vlastni odstavce 1.6.3 a 3.1 o dalti funkce a
detaily.

Jak ji¥a vime, ka¥ada elementarni funkcgv;); i v postupu vypoétu hodnotyy =
f (x) (kterou chceme derivovat) je v prubihu transformace nahraena subrutinou,
ktera kromi puvodni operace' i(vj); ; provede i zaznamenani svého zavolani do
poli V, VDOTOPCODEBRGIARGRZpgipadni také VDO TVBARDElementarni funkce
maximum je takto nahrazena subrutinouMAXG

I--- ztransformovana operace maximum ---
INTEGER FUNCTION MAXG(IARG1, IARG2) lvstupni parametnogadi (index)
Inumerickych hodnot v polich, ze
Ikterych uréime maximum
lvystupni hodnota: pogadi (index)
v polich pro pravi tuto operaci
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, IARG2

IF(V(IARG1).GT.V(IARG2)) THEN Ispoéeteni elementarni ope race maximum
V(INDARR)=V(IARG1)
ELSE
V(INDARR)=V(IARG2)
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ENDIF

VBAR(INDARR)=0.0D0 Ilvynulovani prominné v_i s pruhem

!(bude se do ni postupni pgiéitat)
OPCODE(INDARR)=100 Izaznamenani kédu této operace (100arimum)
ARG1(INDARR)=IARG1 Izaznamenani pogadi (indexu) v polich

Ipro prvni (levy) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 Izaznamenani pogadi (indexu) v polich

Ipro druhy (pravy) argument
MAXG=INDARR Ipogadi této operace
INDARR=INDARR+1 Ipgiprava na dalli elementarni operaci -

I- posunuti indexu ("ukazovatka") do poli,
lkam a% jsou pole vyplniny
END

Do proceduryRVRSWRera prochazi poli se zaznamenanymi hodnotami a poeita
derivace, jsme doplnili funkci maximum:

SUBROUTINE RVRSWP()
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR(SNADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER |
DO 999, I=INDARR-1, 1, -1 Icyklus pges jednotlivé operace po  zpétku,
Itj. pruchod polemi odzadu dopgedu
ELSEIF(OPCODE(I).EQ.100) THEN loperace maximum

IF(V(ARGL(1)).GT.V(ARG2(I))) THEN
VBAR(ARGL1(1))=VBAR(ARGL1(l))+VBAR(l) !postupné pgieita ni hodnot
ldo prominné v_. s pruhem
VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARGZ2(])) Ipostupné pgiéitani hodnot
!do prominné v_. s pruhem
ltento gadek Ize samozgejmi vynechat
ELSE
VBAR(ARG1(l))=VBAR(ARGL(])) Ipostupné pgiéitani hodnot
ldo prominné v_. s pruhem
ltento gadek Ize samozgejmi vynechat
VBAR(ARG2(1))=VBAR(ARG2(1))+VBAR(l) !postupné pgieita ni hodnot
!do prominné v_. s pruhem
ENDIF

ENDIF
999 CONTINUE
END

Jak jsme ji% zminili vyte, pro funkce minimum a absolutni hawbta plati tvrzeni
analogicka. Tvar jednotlivych subrutin pgi vypoetu druhyb derivaci lze odvodit
stejni jako v kapitole 3.4 { aplikaci pgimého mddu na zde uvedé subrutiny. Ele-
mentarni funkce maximum je tedy nahrazena subrutinoAXH

I--- ztransformovana operace maximum ---
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INTEGER FUNCTION MAXH(IARG1, IARG2) lvstupni parametryogadi (index)
Inumerickych hodnot v polich, ze
Ikterych uréime maximum
lvystupni hodnota: pogadi (index)
v polich pro pravi tuto operaci
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, BRER, IN
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),($BARBRR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER 1ARG1, IARG2

IF(V(IARG1).GT.V(IARG2)) THEN Ispoéteni elementarni ope race maximum
V(INDARR)=V(IARG1)
VDOT(INDARR)=VDOT(IARG1) laplikace pgimého modu
ELSE
V(INDARR)=V(IARG2)
VDOT(INDARR)=VDOT(IARG2) laplikace pgimého madu
ENDIF
VBAR(INDARR)=0.0D0 Ilvynulovani prominné v_i s pruhem
I(bude se do ni postupni pgiéitat)
VBARDT(INDARR)=0.0D0 lvynulovani promenné v_i s pruhem aéckou
I(bude se do ni postupne pricitat)
OPCODE(INDARR)=100 Izaznamenéni kédu této operace (100arimum)
ARG1(INDARR)=IARG1 Izaznamenani pogadi (indexu) v polich
Ipro prvni (levy) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 Izaznamenéani pogadi (indexu) v polich
lpro druhy (pravy) argument
MAXH=INDARR Ipogadi této operace
INDARR=INDARR+1 Ipgiprava na dal'i elementérni operaci -

I- posunuti indexu ("ukazovatka") do poli,
lkam a¥%: jsou pole vyplniny
END

A déle, do proceduryRVRSWH{tera prochazi poli se zaznamenanymi hodnotami
a poeita derivace, jsme doplnili funkci maximum:

SUBROUTINE RVRSWPH()

COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, BRBR IN
REAL*8 V($NADARR), VBAR(SNADARR), VDOT(SNADARR) ($BARBRR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER |
DO 998, I=INDARR-1, 1, -1 Icyklus pges jednotlivé operace po  zpatku,
Itj. pruchod polemi odzadu dopgedu
ELSEIF(OPCODE(]).EQ.100) THEN loperace maximum

IF(V(ARG1(1)).GT.V(ARG2(l))) THEN
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARGL1())+VBAR(I) !postupné pgiéitd ni hodnot
ldo prominné v_. s pruhem
VBARDT(ARG1(l))=VBARDT(ARG1(I))+ Ipostupné pgiéitani hodnot
& VBARDT(l) Ido prominné v_. s pruhem a teekou
ELSE
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VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(1))+VBAR(l) !postupné pgiéitd ni hodnot
!do prominné v_. s pruhem

VBARDT(ARG2(I))=VBARDT(ARG2(1))+ Ipostupné pgiéitani hodnot
& VBARDT(l) Ido prominné v_. s pruhem a teekou
ENDIF
ENDIF
998 CONTINUE
END
4.4 Pgiklad

Vypoeet subgradientu, jak jsme ho popsali v pgedchazejicioustavci, je mo¥ané
vyu¥sit napgiklad pgi nehladké optimalizaci. V tomto odstEbudeme demonstrovat
optimalizaci nehladké funkce pomoci svazkové metody, kdepwipadi neexistujici
derivace spoeteme nijaky subgradient pomoci automatickétderivovani.

Nejdgive viak jelti uvedeme dvi tvrzeni o subgradientu soti funkci a zminime
se také o svazkovych metodach.

4.4.1 Subgradient souetu funkci

Dukazy nasledujicich dvou tvrzeni o subgradientu souetu filkci jsou uvedeny na-
paiklad ve [20].

Vita 4.6
Nech» funkcd ; : R"! Raf,:R"! Rjsou lipschitzovské v okoli bodx 2 R".
Pak

@f1+ f2)(x)  @i(x)+ @§(x): (4.2)
Je-li alespoo jedna z nich spojiti diferencovatelna v bodi, nastava ve vztahu (4.2)
rovnost. [

Vita 4.7
Nech» funkce; : R"! R, i =1;:::m, jsou lipschitzovské v okoli bodwx 2 R".
Pak !

X by
@ fi (x) @f(x): (4.3)
i=1 i=1
Rovnost ve vztahu 4.3 nastane, jsou-li viechny funkck a%. na jednu spojiti
diferencovatelné. [

4.4.2 Optimalizace nehladkych funkci {
svazkové metody

V tomto odstavci struéni popitemesvazkovou metoduj. jednu z metod pro nehlad-
kou optimalizaci. Jeji podrobny popis je uveden napgiklad[22].
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Budeme minimalizovat funkcif : R" ! R, ktera je lokalni lipschitzovska. Pro-
to¥se lokalni lipschitzovska funkce je podle Rademacheroviyy 4.1 diferencovatelna
skoro viude, existuje gradient skoro viude a oznaéme Igox) = r f (x). V bodech,
kde derivace funkcé neexistuje, je mo¥ané spoeitat nijaky subgradiegfx) 2 @1{x),
kde @1x) je subdiferencial funkcef (x).

Proto¥e hodnota subgradientu nemusi dostateéni popisowtiovani funkcef
v okoli bude x, pou¥iva se radiji "svazek hodnoty; 2 R", j 2 J¢ f 1;2;::kg,
ktery toto chovani lIépe popisuje.

Namisto funkcef se pou3iiva jeji "kvadraticky model"

fé(x)=%(x Xk )" Gk(X xk)+rPg>:(f(xk)+ ay) (x x) )

kde Jk = f(xx) f(y;) 9y)"(X ;). Jeji minimalizaci je vybrdn smirovy
vektor di. Délka kroku ty se voli napgiklad tak, abyxy.; = Xx + ted byl bui
spadovy nebo nulovy krok. Vice podrobnosti je uvedeno naklad v [22]. Nova
hodnota yy.; je také pgidana, respektive nahradi jinou, ve svazku hodngt, j 2

Jwar T 1;2,:k+1q.

4.4.3 Pgiklad

Vypoeet nijakého subgradientu pomoci automatického demvani a jeho aplikaci
demonstrujme na ji% zmininé svazkové metodi (viz také naglzid [20] nebo [21]) a
na testovaci Uloze 3.15 z baliku testovacich tloh [19].

Oznaéme zobrazerf : R°! R:

)éO
F(x) = X8 X2 cosfsti + X4) + Xse XUy (4.4)
i=1
kde
yi = 05e ' e 2 +0:5e % +1:5e isinT; + e % sin&;
t = 0:1G 1): 1 i 5I

Hledame lokalni minimum zobrazenk s poéateeni iteracko = (0;2;7;0; 2;1).

Vypoeet jsme provedli pomoci svazkové metody z odstavce 2,4viz té¥ [21].
Porovnali jsme tgi varianty, kdy derivace (resp. subgradit) byla vypoéitdna ana-
lyticky, pomoci automatického derivovani a pomoci pomirngh diferenci.

V bodech, kde neexistuje derivace vyrazu

X1 *? cosfsti + X4) + Xs€ ¥V vy ; (4.5)

se vyhodnocoval nijaky jeho subgradient. Vita 4.7 nam poshkyje zduvodnini faktu,
Yse seetenim gradientu (p@ip. nijakého subgradientu) vyiia@.5) dostaneme gradient
(pgip. subgradient) funkce (4.4). Pgedpoklad spojitostedvaci funkcif;, a%: na jednu
z nich, byl ovigen v prubihu vypoétu nenulovosti argumentu lasolutni hodnoty.
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Doby trvani vypoetu jsou uvedené v tabulce 4.1. Nejkrat!i dau trval vypoéet
s derivaci spoetenou analyticky, jen o zlomek sekundy vicetpeboval vypoéet s de-
rivaci spoetenou automaticky. Nejdel*i dobu, pgibli%ani Skrat vice, trval vypoéet
s derivaci spoetenou pomoci pomirnych diferenci. Ziskanédnoty lokalniho minima
jsou pro vtechny zpusoby vypoetu derivace shodné.

| derivace spoétena pomoci] doba vypoeétu |

analyticky "v ruce" 0,0605 s
automatickym derivovanim 0,0635 s
pomirnych diferenci 0,1547 s

Tabulka 4.1: Doba vypoétu pgi nehladké optimalizace, pro zaé druhy vypoétu
derivaci pro pgiklad 4.4.3.

Poznamka. Programy pro vy'e uvedeny pgiklad vznikaly tak, ¥%e nebyloilple
Yseno ke struktuge ulohy a programu. Pokud viak vyu%ijeme dpBsze automatické
derivovani spoéita navic hodnotu funkce pgi vypoetu jeji deace, Ize dobu tr-
vani programu s vypoetem derivace pomoci automatického dewvani sni%it na
0,0575 sekundy, co% je dokonce méni ne%. pro analyticky vepakerivace. Duvo-
dem je analyticky postup vypoétu derivace, ktery je naroeng ktery nepgihli3i ke
struktuge derivované funkce, zatimco automatické derivami vyu%siva ji%s spoétenych
a ulo¥enych hodnot.
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Zavir
Automatické derivovani je numericka metoda pro vypoéet damci funkce, ktera
je zadana programem. Jeji puvab spoeiva v jednoduchosti @aiti a efektivnosti
vypoetu derivace. Cilem této disertaeni prace byla implemtace automatického de-
rivovani do systému UFO, aby bylo mo%¥uné vyu3iit efektivni \ogeet derivaci pgi
optimalizaci funkci. V prvni kapitole jsme tedy popsali zaladni principy automa-
tického derivovani, jeho vlastnosti a mo¥anosti implememta Ve druhé kapitole jsme
uvedli strueny popis systému UFO. Ve tgeti kapitole jsme daini popsali imple-
mentaci automatického derivovani do systému UFO. Tato impimentace byla navr-
Y.ena s ohledem na jeho specické vlastnosti, po¥adavky asfitiu Dale byla tato
implementace zrealizovana a v soueasné dobi je automaticlérivovani soueasti
programoveho baliku UFO. Uvedené postupy implementace jsaniverzalni a lze je
pou¥iit i pro realizaci automatického derivovani v jinych syemech nebo aplikacich.
Zaroveo bylo ve éetvrté kapitole automatické derivovani rdzgeno o efektivni vy-
poéet subgradientu v pgipadi, ¥%e mezi elementarnimi funkcg¢sou i nehladke funkce
maximum, minimum nebo absolutni hodnota, a gradient tedy mausi existovat.
Hodnotu subgradientu je mo%né pou.it namisto gradientu @égad v nehladkych
optimalizaénich metodach.
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