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Pøedmluva

Pøi øe¹ení nejrùznìj¹ích úloh jsme postaveni pøed úkol spoèítat derivaci zadané
funkce nebo zobrazení (pøípadnì celý gradient, Jacobiho matici, Hessovu matici,
smìrové derivace atd.). Taková situace nastává napøíklad pøi øe¹ení optimalizaèních
úloh, v meteorologii, fyzice, chemii atd., kdy se mohou poèítat derivace rùzných
funkcí v mnoha rùzných bodech. Jedním z mo¾ných zpùsobù efektivního výpoètu
hodnot derivacípomocí poèítaèese budeme zabývat v této práci.

Pøedpokládejme, ¾e máme program, který poèítá hodnotu reálné funkcef v za-
daném bodì. Pøipus»me, ¾e takový program mù¾e obsahovat cykly, vìtvení, volání
podprogramù apod. Chceme získat co nejpøesnìj¹í hodnotu derivace této funkce
v uva¾ovaném bodì.

Jednou z mo¾ností, jak toho dosáhnout, je poèítat tzv.pomìrné diference, na-
pøíklad

f 0(x) �
f (x + h) � f (x)

h
nebo f 0(x) �

f (x + h) � f (x � h)
2h

Takový postup není pøíli¹ vhodný, proto¾e dostáváme pouze pøibli¾né hodnoty de-
rivace: pokud h je malé, projeví se zaokrouhlovací chyby zpùsobené poèítaèovou
aritmetikou; pokud h není malé, dostanou se do popøedí chyby metody (èleny typu
hf 00(x)=2 apod.). Navíc, pro výpoèet aproximace celého gradientu funkcen promìn-
ných je potøeba zhruba (n+1)-krát tolik èasu, jako pro výpoèet pùvodní funkce. Pøi
výpoètu vy¹¹ích derivací pomocí pomìrných diferencí je pøesnost spoètených hodnot
je¹tì men¹í a výpoèet je¹tì nároènìj¹í.

Jinou metodou výpoètu derivace funkce (programu) je tzv.symbolická derivace.
Ta aplikuje pravidlo øetìzení (chain rule, vzorec pro derivaci slo¾ené funkce, øetízkové
pravidlo) zpravidla na symbolickou reprezentaci výpoètu funkcef v pamìti poèítaèe.
Jedná se tedy o symbolické úpravy. Výsledkem je symbolický popis výpoètu derivace
funkce f v pamìti poèítaèe. Zadaný program v¹ak velmi èasto neobsahuje explicitní
vyjádøení vzorce pro výpoèetf . Navíc tento program mù¾e být znaènì dlouhý a
slo¾itý a v takových pøípadech mù¾e být symbolické derivování nároèné.

Tøetí mo¾ností výpoètu derivace pomocí poèítaèe jeautomatické derivování(al-
goritmické derivování, automatic di�erentiation, computational di�erentiation, algo-
rithmic di�erentiation). Aplikací automatického derivov ání na program, který poèítá
hodnoty funkce, získámeprogram, který vyhodnotí navíci po¾adovanou derivaci této
funkce. Hlavní výhody automatického derivování jsou:

� transformaci programu lze provést automaticky,

� dostáváme pøesné hodnoty derivace (chyba metody je nula),

� vyhodnocení celého gradientu skalární funkcen promìnných zabere pøi po-
u¾ití zpìtného módu automatického derivovánínejvý¹e ètyønásobekèasu po-
tøebného pro výpoèet hodnoty derivované funkce.

Automatickým derivováním, jeho vlastnostmi a aplikacemi se budeme zabývat
v této práci.
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Z praktického hlediska je automatické derivování u¾iteènámetoda, která na-
chází uplatnìní ve v¹ech oblastech, kde je potøeba poèítat derivace pomocí poèítaèe
{ v matematice, rùzných oblastech fyziky, prùmyslu atd. Existuje také mnoho im-
plementací automatického derivování, ze známých jmenujmealespoò ADIFOR nebo
ADOL-C, viz [2] nebo [26].

Zároveò probíhá dal¹í výzkum teoretických vlastností a hledání vylep¹ení po-
u¾ívaných metod, napøíklad v oblasti vyu¾ití struktury derivovaných funkcí nebo
øídkosti matic derivací. Dále jsou zkoumána mo¾ná vylep¹ení implementací auto-
matického derivování, napøíklad v oblasti optimalizace poètu numerických operací
a efektivního vyu¾ití pamìti poèítaèe.

Vývoj a pou¾ití automatického derivování pøímo souvisí s vlastnostmi a schop-
nostmi soudobých programovacích jazykù a jejich kompilátorù. Proto v posledních
letech za¾ívá automatické derivování rozmach zájmu. Prvnízmínky o automatickém
derivování lze vysledovat v 60. letech, kdy byl pøímý mód popsán Wengertem (1964).
Dal¹í zlep¹ení vypracovali Kedem (1980), Rall [23] nebo Kagiwada [15]. Základy
zpìtného módu byly nezávisle na sobì pøedstaveny nìkolika matematiky, napøíklad
Linnainmaaem (1969), Spielpenningem (1980) a Kimem (1984), viz napøíklad [16]
nebo [7].

Literatury, která se zabývá automatickým derivováním, je velké mno¾ství, zejména
z poslední doby. Mno¾ství odkazù lze nalézt napøíklad v [5].Pravidelnì jsou konány
konference o automatickém derivování, viz napøíklad [1], [3], [6]. Zajímavý rozcestník
s mno¾stvím odkazù a literatury je na internetové adresehttp://www.autodiff.org .
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Obsah a cíle

V první kapitole nejprve popí¹eme formální tvar programu, na který budeme apli-
kovat automatické derivování, a uvedeme základní pøedpoklady. Odvodíme program
pro výpoèet první, druhé a vy¹¹ích derivací a jejich základní vlastnosti. Dále popí-
¹eme základní mo¾nosti implementace programù odvozených automatickým derivo-
váním a odhad slo¾itosti odvozeného výpoètu derivace.

Jedním z hlavních cílù této disertaèní práce byla implementace technik automa-
tického derivování do systému UFO. Proto ve druhé kapitole popí¹eme systém UFO
{ jeho principy a pou¾ití.

Ve tøetí kapitole uvedeme, jakým zpùsobem je automatické derivování v systému
UFO mo¾né vyvolat a pou¾ít. Podrobnì uká¾eme, jak jsme automatické derivování
do tohoto systému implementovali. Uvedené principy neplatí pouze v systému UFO,
lze je toti¾ pou¾ít obecnì i v jiných systémech nebo aplikacích.

Jedním z pøedpokladù automatického derivování je, aby v¹echny elementární
funkce byly spojité a¾ do toho øádu, do jakého po¾adujeme spoèíst derivace. Ve
ètvrté kapitole roz¹íøíme mno¾inu elementárních funkcí o nìkteré nehladké funkce,
èím¾ bude mo¾no pomocí automatického derivování spoèítat nìjaký subgradient
zadané funkce (gradient nemusí existovat). Díky tomu se (nejen v systému UFO)
mohou optimalizovat nehladké funkce pomocí metod nehladkéoptimalizace s efek-
tivním výpoètem derivace, respektive subgradientu, pomocí metod automatického
derivování.

Uvedené metody budeme ve v¹ech kapitolách demonstrovat na nìkolika pøíkla-
dech.
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Kapitola 1

Automatické derivování

V první kapitole se budeme zabývat hlavními principy automatického derivování a
jeho vlastnostmi. Formálnì popí¹eme tvar programu, na který budeme aplikovat au-
tomatické derivování, a uvedeme základní pøedpoklady. Odvodíme postupy pro vý-
poèet první, druhé a vy¹¹ích derivací a jejich základní vlastnosti. Dále se zmíníme
o implemetaci programù odvozených automatickým derivováním a o odhadu slo¾i-
tosti výpoètu. Uvedeme nìkolik (zámìrnì jednoduchých) pøíkladù, které budou prin-
cipy automatického derivování jasnì demonstrovat. Nejprve v¹ak popí¹eme základní
vlastnosti automatického derivování.

1.1 Vlastnosti automatického derivování

Jak jsme ji¾ uvedli v pøedmluvì, aplikací automatického derivování na program,
který poèítá hodnoty funkce, získámeprogram, který vyhodnotí navíc i derivaci této
funkce. Tuto transformaci programu lze provést automaticky, jak uvidíme v kapi-
tole 1.6. Celý postup je zalo¾en na pravidle øetìzení (Vìta 1.2), které se aplikuje
na numerické hodnotyzískané vyhodnocením elementárních funkcí { na rozdíl od
symbolické derivace, kde se pravidlo øetìzení pou¾ívá pro symbolické úpravy. Vý-
sledný program poèítá hodnotu funkce a zároveò její derivace v jednom konkrétním
zadaném bodì a výsledkem je èíselná hodnota (nikoliv symbolický nebo explicitní
výraz).

Postup pro výpoèet derivace, který automatickým derivováním dostaneme, má
chybu metody rovnou nule. Pokud by tedy poèítaèová aritmetika byla pøesná, do-
stali bychom odvozeným programem hodnotu derivace pøesnì.Asi nejzajímavìj¹í
vlastnost automatického derivování je to, ¾e vyhodnocení celého gradientu skalární
funkce n promìnných zabere pøi pou¾ití zpìtného módu automatickéhoderivování
nejvý¹e ètyønásobekèasu potøebného pro vyhodnocení derivované funkce. Pro výpo-
èet druhých a vy¹¹ích derivací platí obdobné vlastnosti.

Dal¹í vlastnosti automatického derivování vyplynou z následujících kapitol.
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1.2 Základní pøedpoklady

Abychom mohli popsat, jak automatické derivování funguje,uvedeme nejprve for-
mální popis obecné struktury programu, na který budeme automatické derivování
aplikovat. Dále polo¾íme základní pøedpoklady, které musíbýt pro aplikaci automa-
tického derivování splnìny.

1.2.1 Soupis operací

Pøedpokládejme, ¾e program, který chceme transformovat, poèítá hodnotu funkce

f : D � Rn �! Rm

f : x 7�! y = f (x):

Hodnoty funkce f se poèítají programem, funkcef je tedy zadánaexplicitnì . Ne-
boli f je slo¾enímzákladních funkcí(elementárních funkcí, elementárních operací)
{ napøíklad sèítání, násobení, sinus apod. Abychom mohli automatické derivování
pou¾ít, musíme být schopni urèitparciální derivacezákladních funkcí.

Vý¹e uvedené neznamená, ¾e by výpoèet hodnotyf (x) musel být popsán pouze
jedinou algebraickou formulí nebo ¾e by program pro výpoèethodnoty f (x) nemohl
obsahovat cykly, podmínìná vìtvení, volání podprogramù aj.

Pøedpokládejme, ¾e hodnoty v¹ech parametrù a vstupních promìnných jsou ji¾
známy, tj. prùbìh programu (v¹echny provádìné operace) je ji¾ jednoznaènì urèen.
Bìhem programu se postupnì poèítají výsledky jednotlivýchzákladních operací a ty
jsou pou¾ívány jako argumenty dal¹ích základních operací.Ka¾dý takový výsledek
základní funkce oznaèmevi .

Pokud takto rozepí¹eme celý algoritmus vyhodnoceníf (x) (pro konkrétní para-
metry a vstupní data) a pøipojíme-li pøiøazení vstupních promìnných x = ( x1; : : : xn )
do vi , i = 1 � n; : : : ; 0 a pøiøazení výstupních promìnných doy = ( y1; : : : ym ), dostá-
vámesoupis operací(code-list). Jinak øeèeno, soupis operací je rozpis v¹ech operací
po rozvinutí cyklù a podprogramù a po nalezení správných cest pøi vìtveníprogramu.

V¹echny èíselné hodnotyvi spoètené bìhem vyhodnocení funkcef v jednom
konkrétním bodì oznaème následujícím zpùsobem:

v1� n ; : : : ; v0| {z }
x

; v1; v2; : : : ; vl � m ; vl � m+1 ; : : : ; vl| {z }
y

:

Dále zavedeme relaci� . Øekneme, ¾ej � i právì tehdy, kdy¾ hodnota promìnné
vi závisí pøímona promìnné vj .

Ka¾dou hodnotuvi , i = 1; : : : ; l získáme vyhodnocenímzákladní funkce' i (ele-
mentární funkce, elemental function, library function), neboli

vi = ' i (vj ) j � i ; (1.1)

kde (vj ) j � i jsou v¹echny promìnné, které pøímo ovlivòují promìnnouvi , tj. ty pro-
mìnné, ze kterých se poèítá hodnotavi . Navíc budeme pøedpokládat, ¾e indexy
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promìnných vi splòují vztah

j � i =) j < i;

neboli hodnota vi se poèítá z hodnotvj s indexy j < i . Dále budeme po¾adovat,
aby pokud je de�novaná hodnotavi , pak aby byly de�nované i v¹echny pøedchozí
hodnoty v1� n , . . . , vi � 1, neboli "posloupnost promìnnýchvi je v ka¾dém okam¾iku
souvislá". Tyto po¾adavky lze snadno splnit vhodným oèíslováním promìnných vi .

Program, který chceme transformovat, lze tedy formálnì pøepsat do soupisu ope-
rací na obrázku 1.1. V první èásti jsou promìnnýmv1� n ; : : : ; v0 pøiøazeny vstupní
hodnoty x1; : : : ; xn , ve druhé èásti probíhá výpoèet hodnotyf (x) a ve tøetí èásti
jsou naplnìny výstupní hodnoty (y1; : : : ; ym ) = f (x).

vi � n = x i pro i = 1; : : : ; n

vi = ' i (vj ) j � i pro i = 1; : : : ; l

ym� i = vl � i pro i = m � 1; : : : ; 0

Obrázek 1.1: Soupis operací.

Proces výpoètu hodnotyf (x) je mo¾né popsat pomocí orientovanéhografu vý-
poètu. Jeho vrcholy odpovídají promìnným x i , vj a yk . Orientovaná hrana vede
z vrcholu vi do vrcholu vj , právì kdy¾ promìnná promìnná vj pøímo závisí na pro-
mìnné vi , neboli i � v. Graf výpoètu lze vyu¾ít napøíklad pøi hledání minimálního
poètu provádìných numerických operací pøi výpoètu derivace, tj. pøi vyu¾ití struk-
tury derivované funkce. Viz napøíklad [24].

Pøíklad I. Popisované principy budeme v celé práci demonstrovat na nìkolika ilu-
strativních pøíkladech. Pøedpokládejme nyní, ¾e máme program pro výpoèet hodnot
funkce f � R2 : M ! R de�nované pøedpisem

f (x1; x2) =
sinx1

x1x2
+ x1x2;

kde M = f [x1; x2] 2 R2; x1 6= 0 a x2 6= 0g. Chceme spoèítat hodnotuy = f (�= 4; 1)
a také její gradient v tomté¾ bodì.

Podle formálního postupu uvedeného vý¹e pøedpokládejme, ¾e výpoèet hodnoty
f (x) probíhá podle obrázku 1.2.

Graf výpoètu odpovídající tomuto soupisu operací je uvedenna obrázku 1.3.

Základní funkce' i jsou zamý¹leny hlavnì jako "elementární" funkce (napø. sèí-
tání, násobení, trigonometrické funkce atd.), ale v principu to mohou být i funkce
slo¾itìj¹í, napøíklad výpoèet inverní matice atp.

Promìnné vi ; i = 1; : : : ; l � m je mo¾né chápat také jako vektorové, ne nutnì
jako skalární. Na pøímém ani zpìtném módu automatického derivování tato úprava
nic nezmìní, v¹echny postupy a vlastnosti lze odvodit úplnìanalogicky jako ve
skalárním pøípadì.
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v� 1 = x1 = �
4 = 0.7854

v0 = x2 = 1.0000
v1 = sin v� 1 = 0.7071
v2 = v� 1 � v0 = 0.7854
v3 = v1=v2 = 0.9003
v4 = v2 + v3 = 1.6857
y = v4 = 1.6857

Obrázek 1.2: Soupis operací pro Pøíklad I.

x1 v1 v3

x2 v2 v4 y

�

Obrázek 1.3: Graf výpoètu pro Pøíklad I.

1.2.2 Totální diferenciál slo¾ené funkce

Pro úplnost výkladu pøipomeneme dvì základní tvrzení o funkcích více promìnných,
která jsme pøevzali z [14] a která uvedeme bez dùkazu.

Vìta 1.1
Nech» funkcef : Rn ! R má spojité v¹echny parciální derivace v bodìa. Pak

existuje totální diferenciál df (a) funkce f v bodì a.

Vìta 1.2 (pravidlo øetìzení, chain rule)
Nech» funkcey1(x1; : : : ; xk), . . . , yn (x1; : : : ; xk) mají totální diferenciály dy1(a),

. . . , dyn (a) v bodì a = ( a1; : : : ; ak). Nech» funkcez(y1; : : : ; yn) má totální diferenciál
dz(b) v bodì b= ( y1(a); : : : ; yn(a)). Pak slo¾ená funkce

z� (x1; : : : ; xk) = z(y1(x1; : : : ; xk); : : : ; yn(x1; : : : ; xk))

má totální diferenciál dz� (a) v bodì a a platí

dz� (a) =
@z
@y1

(b) � dy1(a) + � � � +
@z
@yn

(b) � dyn (a):

Pro parciální derivace platí (i = 1; : : : ; k)

@z�

@xi
(a) =

@z
@y1

(b) �
@y1
@xi

(a) + � � � +
@z
@yn

(b) �
@yn
@xi

(a): (1.2)
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Pøedpoklad existence totálního diferenciálu na "vnìj¹í"'funkci z nelze zeslabit,
viz napøíklad [14].

Vìta 1.2 je základní vìtou, na které je automatické derivování zalo¾eno. V násle-
dujícím odstavci polo¾íme po¾adavky na základní funkce, aby byly splnìny teoretické
pøedpoklady pro automatické derivování a aby ho tedy bylo mo¾né pou¾ít.

1.2.3 Základní funkce a jejich vlastnosti

S ohledem na Vìty 1.1 a 1.2, budeme v dal¹ím textu pøedpokládat splnìní následu-
jícího pøedpokladu.

Pøedpoklad 1.1 (Diferencovatelnost základních funkcí)
Nech»d je pøirozené èíslo. V¹echny elementární funkce' i , i = 1, . . . , l jsou d-

krát spojitì diferencovatelné na svém de�nièním oboruD i � Rn , kde D i je otevøená
v Rn .

Pro praktické úèely jsou dostaèující pøípadyd = 1 (pro výpoèet první derivace)
nebo d = 2 (pro výpoèet druhé derivace). Jasným dùsledkem pøedpokladu 1.1 je
následující vìta.

Vìta 1.3
Nech» platí pøedpoklad 1.1. Pak

D = f x 2 Rn ; hodnota f (x) je de�novaná soupisem operací na obrázku 1.1g

je otevøená mno¾ina vRn a navíc f 2 Cd(D).

Dal¹í ze známých vìt o funkcích více promìnných tvrdí následující.

Vìta 1.4
Nech» funkcef : Rn ! R má totální diferenciál v bodì a. Pak existují v¹echny

parciální derivace funkcef v bodì a a jsou koneèné.

Pøedpoklad spojité diferencovatelnosti elementárních funkcí a¾ do øádud na ote-
vøené mno¾inìD i v Rn lze zeslabit na po¾adavek spojitosti derivací základních funkcí
' i a¾ do øádun � 1 a souèasnì existence totálního diferenciálu pro (n � 1)-ní derivaci
základních funkcí' i , oboje na otevøené mno¾inìD i v Rn (stejné jako za pùvodních
pøedpokladù). Pravidlo øetìzení (vìta 1.2) platí toti¾ i zatìchto slab¹ích pøedpo-
kladù a v¹echna odvození automatického derivování lze provést naprosto analogicky.
Dostaneme tak stejné výsledky, jaké jsme získali za pùvodních pøedpokladù.

V kapitole 4 se budeme zabývat výpoètem subgradientu pomocíautomatického
derivování. Vý¹e uvedené pøedpoklady o základních funkcích tam budou je¹tì zesla-
beny.
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1.3 Výpoèet první derivace - pøímý mód

Pøímýmód automatického derivování (forward mode, tangent) nám umo¾ní poèítat
derivace v¹ech výstupních promìnnýchy1; : : : ym najednou podle zadaného smìru.

Pro úplnost si zopakujme jedno známé tvrzení z [14].

Vìta 1.5
Nech» funkcef : Rn ! R má v bodì a totální diferenciál df (a). Pak pro derivaci

funkce f v bodì a ve smìru v = ( v1; : : : ; vn )T , tj. @vf (a), platí

@vf (a) =
nX

i =1

@f
@xi

(a) � vi :

1.3.1 Vlastnosti a odvození pøímého módu

Soupis operací na obrázku 1.1 zderivujeme s pomocí pravidlaøetìzení (Vìta 1.2).
Pøesnìji øeèeno, ke ka¾dé základní operaci

vi = ' i (vk)k� i

pøidáme novousdru¾enouoperaci

_vi =
X

j � i

@'i
@vj

(vk)k� i � _vj ; (1.3)

která je derivací pùvodní operace. Tím jsme ke ka¾dé promìnné vi pøiøadili novou
sdru¾enoupromìnnou _vi , která je její derivací1. Úvodní a závìreènou èást soupisu
operací doplníme analogicky. Takto získámesdru¾enýsoupis operací, který je na
obrázku 1.4.

vi � n = x i

_vi � n = _x i

�
i = 1; : : : n

vi = ' i (vk)k� i

_vi =
P

j � i
@'i
@vj

(vk)k� i � _vj

�
i = 1; : : : l

ym� i = vl � i

_ym� i = _vl � i

�
i = m � 1; : : : 0

Obrázek 1.4: Soupis operací odvozený pøímým módem automatického derivování.

Jeho vstupními parametry jsou bodx, ve kterém poèítáme derivaci, a vektor _x,
který znamená smìr po¾adované derivace. Pokud chceme urèitderivaci podle i -té
nezávislé promìnné, tj. ve smìru i -tého vektoru kartézské bázeei , vezmeme za _x
právì ei . Pokud bychom po¾adovali derivaci ve smìrus, staèí provést tentý¾ soupis
operací jen s tou zmìnou, ¾e za _x dosadímes.

1Bìhem nìkolika øádkù bude zøejmé, derivaci podleèehomáme na mysli.
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Ka¾dé _vi je derivací vi v bodì x ve smìru _x. Provedením celého sdru¾eného
soupisu operací dostaneme derivace v¹ech výstupních promìnných yi , i = 1; : : : ; m
v bodì x ve smìru _x, které budou ulo¾eny v promìnných _yi , i = 1; : : : ; m.

Odvozený soupis operací poèítá hodnoty smìrových derivacíf 0(x) � _x. Zdùraz-
nìme, ¾e bìhem tohoto výpoètu nedojde explicitnì ke spoètení celé Jacobiho ma-
tice f 0(x), ale pøímo ke spoètení hodnotyf 0(x) � _x. Analogická situace nastává ve
v¹ech metodách dále uvedených, nezmíníme-li jinak.

Je mo¾né také spoèíst derivaci podlep smìrù najednou, pokud promìnnou _x
budeme uva¾ovat jako matici, v její¾ sloupcích jsou ulo¾enyjednotlivé smìry. V tom
pøípadì chápeme promìnné _x i jako vektory.

Demonstrace na pøíkladu I. Navá¾eme na vý¹e uvedený pøíklad I ze strany 11.
Chceme spoèíst gradient funkcef v bodì ( �= 4; 1), tj. r f (�= 4; 1).

Nejdøíve spoèítáme derivaci podlex1. Na ka¾dý øádek soupisu operací z minu-
lého pøíkladu aplikujeme pravidlo øetìzení. Tím dostávámesoupis operací, který je
uveden na obrázku 1.5.

x1 = �
4 = 0.7854

_x1 = 1 = 1.0000
x2 = 1 = 1.0000
_x2 = 0 = 0.0000
v1 = sin x1 = 0.7071
_v1 = cosx1 � _x1 = 0.7071
v2 = x1 � x2 = 0.7854
_v2 = x1 � _x2 + x2 � _x1 = 1.0000
v3 = v1=v2 = 0.9003
_v3 = ( _v1 � v3 � _v2)=v2 = � 0.2460
v4 = v2 + v3 = 1.6857
_v4 = _v2 + _v3 = 0.7540
y = v4 = 1.6857
_y = _v4 = 0.7540

Obrázek 1.5: Soupis operací odvozený pøímým módem automatického derivování pro
Pøíklad I.

V¹imnìme si, ¾e kromì hodnoty derivace@f=@x1(�= 4; 1) jsme také spoèetli hod-
notu f (�= 4; 1). Pokud bychom chtìli vypoèítat je¹tì derivaci podle druhé promìnné,
toti¾@f=@x2(�= 4; 1), provedeme tento soupis operací znovu, ale s poèáteènímihod-
notami ( _x1; _x2) = (0 ; 1).

1.4 Výpoèet první derivace - zpìtný mód

A¾ do této chvíle jsme se zabývali pøímým módem automatického derivování. V
tomto odstavci odvodíme zpìtný mód automatického derivování, který je v mnoha
ohledech zajímavìj¹í a poskytuje vìt¹í praktické vyu¾ití.
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Pokud je f skalární funkce, tj. m = 1, pomocí zpìtného módu automatického
derivování (reverse mode, adjoint, gradients) spoèítáme její gradient. Pokud je f
vektorová funkce, tj. m > 1, spoèítáme lineární kombinaci gradientù jednotlivých
slo¾ekf i , respektive gradienti -té komponenty funkcef pøi vhodné volbì parametrù.

1.4.1 Vlastnosti a odvození zpìtného módu

Odvození zpìtného módu automatického derivování je mo¾né nìkolika zpùsoby. Zde
provedeme odvození pøímo z pravidla øetìzení a potom z pøímého módu. Oba získané
postupy budou a¾ na malé detaily stejné.

Odvození zpìtného módu z pravidla øetìzení

Pro jednoduchost výkladu budeme nejprve pøedpokládat, ¾em = 1, neboli výstupní
hodnota vl = y 2 R je skalár. Numerické hodnoty získané bìhem výpoètu splòují
tedy oznaèení

v1� n ; : : : ; v0| {z }
= x

; v1; v2; : : : ; vl � 1; vl|{z}
= y

:

Obecnìj¹ím pøípadem, kdyy 2 Rm ; m > 1, se budeme zabývat pozdìji.
Zaveïme nové promìnné

�vi =
@vl
@vi

; i = 1 � n; : : : ; l:

Vìta 1.6
Platí následující rovnosti

(a) �vl = 1,

(b) pro j = 1 � n; : : : ; l � 1 platí

�vj =
X

i ; i � j

�vi �
@'i
@vj

: (1.4)

Dùkaz.

(a) Zøejmé.

(b) Tuto rovnost uká¾eme ve speciálním pøípadì, kdy právì tøi promìnné vi 1 , vi 2

a vi 3 pøímo závisí na promìnnévj , tj. j � i1, j � i2 a j � i3. V jiném pøípadì
je dùkaz naprosto analogický.

Hodnotu vl = y je mo¾né vyjádøit jako funkci promìnnévj a dal¹ích promìn-
ných vp1 , . . . , vpr , které na promìnné vj vùbec nezávisí. Neboli

vl = vl (vj ; vp1 ; : : : ; vpr ):
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Proto¾e v¹ak promìnnávj ovlivòuje promìnné vi 1 , vi 2 a vi 3 , je mo¾né promìn-
nou vl = y vyjádøit jako funkci promìnných vi 1 , vi 2 a vi 3 a dále vp1 , . . . , vpr ,
tj.

vl = vl (vi 1 ; vi 2 ; vi 3 ; vp1 ; : : : ; vpr ):

Tuto funkci bychom zde mìli oznaèit spí¹e jakov�
l , ale pro jednoduchost tak

nebudeme èinit. Proto¾evi 1 , vi 2 a vi 3 jsou funkcí vj (a mo¾ná i nìkterých
dal¹ích promìnných), lze psát

vi 1 = vi 1 (vj ; : : : );

vi 2 = vi 2 (vj ; : : : );

vi 3 = vi 3 (vj ; : : : ):

Pou¾itím vý¹e uvedených vztahù mù¾eme psát

vl = vl (vi 1 (vj ; : : : ); vi 2 (vj ; : : : ); vi 3 (vj ; : : : ); vp1 ; : : : ; vpr ):

Aplikací pravidla øetìzení na tuto rovnost dostáváme

@vl
@vj

=
@vl
@vi 1

�
@vi 1

@vj
+

@vl
@vi 2

�
@vi 2

@vj
+

@vl
@vi 3

�
@vi 3

@vj
+

@vl
@vp1

�
@vp1

@vj
+ � � � +

@vl
@vpr

�
@vpr

@vj
:

Proto¾e v¹akvp1 , . . . , vpr nezávisí navj , je

@vp1

@vj
= � � � =

@vpr

@vj
= 0:

Odtud ji¾
@vl
@vj

=
@vl
@vi 1

�
@vi 1

@vj
+

@vl
@vi 2

�
@vi 2

@vj
+

@vl
@vi 3

�
@vi 3

@vj
:

V obecném pøípadì
@vl
@vj

=
X

i ; i � j

@vl
@vi

�
@vi
@vj

;

neboli

�vj =
X

i ; i � j

�vi �
@'i
@vj

:

Tím je dùkaz proveden.

Z právì dokázaného vztahu (1.4) vyplývá, ¾e pro výpoèet hodnoty �vj staèí znát
(mimo hodnot pøíslu¹ných parciálních derivací) hodnoty promìnných �vi pro i � j ,
neboli �vl , �vl � 1, . . . , �vj +1 .

Tohoto pozorování vyu¾ívá algoritmus výpoètu hodnot derivací pomocí zpìtného
módu: nejdøíve se pøiøadí �vl = 1. Dále se postupnì poèítají hodnoty promìnných
�vl � 1, �vl � 2, . . . , �v1, �v0, �v� 1, . . . , �v1� n z ji¾ spoètených hodnot. Proto¾e v¹ak

�v0 =
@vl
@v0

=
@f(x)
@xn

; : : : ; �v1� n =
@vl

@v1� n
=

@f(x)
@x1

;
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vi � n = x i i = 1; : : : ; n

vi = ' i (vk)k� i i = 1; : : : ; l

y = vl

�vl = 1

for j = l � 1; : : : ; 1 � n do
�vj =

P
i ;i � j �vi � @'i

@vj
(vk)k� i

end for
@f(x)
@xi

= �vi � n i = n; : : : ; 1

Obrázek 1.6: Soupis operací odvozený sèítaným zpìtným módem automatického
derivování.

spoèítali jsme tak celý gradientr f (x) = (�v1� n ; : : : ; �v0). Celý algoritmus pro výpoèet
derivace pomocí zpìtného módu je uveden na obrázku 1.6.

Tento postup výpoètu derivace nazvemesèítanýmzpìtným módem. V jeho první
èásti probíhá výpoèet hodnotv1� n , . . . , vl , tedy f (x) = vl , ve druhé èásti probíhá
výpoèet hodnot �vl , . . . , �v1� n , tedy r f (x) = (�v1� n ; : : : ; �v0). Výpoèet hodnot probíhá
v poøadí �vl , �vl � 1, . . . , �v1� n , proto se tento mód automatického derivování nazývá
zpìtný.

Praktická realizace tohoto postupu není jednoduchá, proto¾e obvykle neznáme
ty indexy i , pro které i � j , neboli indexy tìch promìnných vi , pøi jejich¾ výpoètu se
pou¾ila hodnotavj . Tuto nevýhodu lze pomìrnì jednodu¹e odstranit pøeformulací
sumace, jak je ukázáno v soupisu operací na obrázku 1.7. Tento postup nazveme
nasèítávanýmzpìtným módem. Jeho numerické výsledky jsou stejné jako numerické
výsledky získané sèítaným zpìtným módem.

vi � n = x i i = 1; : : : ; n

vi = ' i (vk)k� i i = 1; : : : ; l

y = vl

�vl = 1

�vi = 0 i = l � 1; : : : ; 1 � n

for i = l; : : : ; 1 do
for j � i do

�vj = �vj + �vi � @'i
@vj

(vk)k� i

end for
end for
@f(x)
@xi

= �vi � n i = n; : : : ; 1

Obrázek 1.7: Soupis operací odvozený nasèítávaným zpìtnýmmódem automatického
derivování.
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Poznámka. Pøedposlední krok v právì uvedeném nasèítávaném zpìtném módu
(obrázek 1.7), toti¾

for i = l; : : : ; 1 do
for j � i do

�vj = �vj + �vi � @'i
@vj

(vk)k� i

end for
end for,

ve kterém dochází k vlastnímu výpoètu hodnot �vs, lze popsat jako:

� Ber postupnì jednu operaci za druhou v opaèném poøadí, ne¾ kdy¾ se poèítala
hodnota f (x), tj. vezmi nejdøívevl = ' l (vk)k� l , pak vl � 1 = ' l � 1(vk)k� l � 1, . . . ,
a nakonecv1 = ' 1(vk)k� 1. Pro ka¾dou z tìchto operací udìlej:

{ Pro ka¾dou z promìnných na pravé stranì, tj. pro ka¾douvj ; j � i
(zpracováváme-lii -tou operacivi = ' i (vk)k� i ), udìlej:

� K promìnné �vj pøièti �vi � @'i
@vj

(vk)k� i .

Tuto operaci

�vj = �vj + �vi �
@'i
@vj

(vk)k� i

nazývejmepøidru¾enouoperací k operaci

vi = ' i (vk)k� i

a promìnné �vi nazývejmepøidru¾enépromìnné.

Demonstrace na pøíkladu I. Navá¾eme na vý¹e uvedený pøíklad I ze strany 15.
Chceme spoèíst gradient funkcef v bodì ( �= 4; 1).

Podle vý¹e uvedeného postupu dostáváme nasèítávaný zpìtnýmód, který je uve-
den na obrázku 1.8. Tím jsme spoèetli hodnotuy = f (�= 4; 1) = v4 = 1:6857 a
gradient r f (�= 4; 1) = (�v� 1; �v0) = (0 :7540; � 0:1149):

Zatím jsme se omezili na situaci, kdyy 2 R byl skalár. Jak uvidíme v dal¹ím
odstavci, je mo¾né pou¾ít zpìtný mód automatického derivování i pro funkce y =
f (x) 2 Rm , m > 1. Spoèteme v¹ak pouze gradient jedné slo¾ky vektoruy, resp.
gradient nìjaké lineární kombinace slo¾ek vektoruy.

Obecnì zpìtný mód poèítá hodnotu souèinu

(�vl � m+1 ; �vl � m+2 ; : : : ; �vl ) � f 0(x);

kde f 0(x) znaèí Jacobiho matici funkcef (x) a �vl � m+1 ; �vl � m+2 ; : : : ; �vl jsou pøedem
zadané koe�cienty. Zpìtný mód tedy poèítá lineární kombinaci gradientù jednotli-
vých slo¾ek funkcef (x), neboli gradient souèinu(�vl � m+1 ; �vl � m+2 ; : : : ; �vl ) � f (x). Pokud
chceme spoèítat gradient napøíklad pøedposlední slo¾ky vektoru y, pak na zaèátku
zpìtného módu pøiøadíme �vl = 0, �vl � 1 = 1, �vl � 2 = 0, . . . , �vl � m+1 = 0.
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v� 1 = x1 = �
4 = 0.7854

v0 = x2 = 1.0000
v1 = sin v� 1 = 0.7071
v2 = v� 1 � v0 = 0.7854
v3 = v1=v2 = 0.9003
v4 = v2 + v3 = 1.6857
y = v4 = 1.6857
�v4 = 1.0000
�vi = 0 i = 3; : : : ; � 1
�v3 = �v3 + �v4 = 1.0000
�v2 = �v2 + �v4 = 1.0000
�v1 = �v1 + �v3=v2 = 1.2732
�v2 = �v2 + �v3 � (� v1=v2

2) =
= �v2 � �v3 � v3=v2 = � 0.1463

�v0 = �v0 + �v2 � v� 1 = � 0.1149
�v� 1 = �v� 1 + �v2 � v0 = � 0.1463
�v� 1 = �v� 1 + �v1 � cosv� 1 = 0.7540
@f
@x1

= �v� 1 = 0.7540
@f
@x2

= �v0 = � 0.1149

Obrázek 1.8: Soupis operací odvozený nasèítávaným zpìtnýmmódem automatického
derivování pro Pøíklad I.

Poznámka. V následujícím odstavci odvodíme zpìtný mód automatickéhode-
rivování z pøímého módu automatického derivování pomocí maticového vyjádøení
Jacobiho maticef 0(x) jako souèinu matic, jejich¾ prvky jsou parciální derivaceele-
mentárních funkcí ' i (x). Na toto maticové vyjádøení Jacobiho maticef 0(x) lze po-
hlí¾et jako na souèin matic, jaký bychom dostali pomocí pravidla øetìzení (neboli
derivace slo¾ené funkce) pro vektorové funkce.

Odvození zpìtného módu z pøímého módu

Pøímý mód automatického derivování, jak jsme ho popsali vý¹e na obrázku 1.4, lze
pøepsat jako souèin matic a vektoru _x. Pro i = 1; : : : ; l a pro j � i oznaème

cij =
@'i
@vj

(vk)k� i :
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Pro i = 1; : : : ; l znaème dále

A i =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 � � � 0 0 0 � � � 0
0 1 � � � 0 0 0 � � � 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 � � � 1 0 0 � � � 0

ci; 1� n ci; 2� n � � � ci;i � 1 0 0 � � � 0
0 0 � � � 0 0 1 � � � 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 � � � 0 0 0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

2 R(n+ l )� (n+ l ) ;

(1.5)
kde cij jsou na (n + i )-tém øádku.

OznaèmeI n jednotkovou matici o velikosti n � n. Dále oznaème

Pn = ( I n ; 0; : : : ; 0) 2 Rn� (n+ l ) (1.6)

Qm = (0 ; : : : ; 0; I m ) 2 Rm� (n+ l ) (1.7)

matice, které zobrazují vektor délkyn + l na jeho prvníchn slo¾ek, resp. posledních
m slo¾ek.

Z pøímého módu automatického derivování vyplývá, ¾e hodnotu derivace

_y = f 0(x) � _x

mù¾eme vyjádøit jako souèin matic tvaru

_y = Qm A lA l � 1 � � � A2A1PT
n _x:

Srovnáním tìchto vztahù získáváme reprezentaci Jacobiho matice f 0(x) jako souèin
matic ve tvaru

f 0(x) = Qm A lA l � 1 � � � A2A1PT
n 2 Rm� n : (1.8)

Jak jsme ji¾ naznaèili, zpìtným módem chceme dostat derivace ve tvaru

�x = �y � f 0(x): (1.9)

Zde jsme pro jednoduchost zavedli nové promìnné, kde �y je pouze zkratka za pro-
mìnné (�vl � m+1 , �vl � m+2 ; . . . , �vl ). Obì strany výrazu (1.9) transponujme. S vyu¾itím
vyjádøení vztahu (1.8) tak vlastnì chceme spoèíst hodnotu souèinu

�xT = PnAT
1 AT

2 � � � AT
l � 1A

T
l QT

m �yT : (1.10)

Vynásobení vektoru �yT maticí QT
m zleva vnoøí vektor �yT do Rn+ l s tím, ¾e se jeho

hodnota umístí na posledníchm prvkù. Takto vzniklý vektor budeme nadále znaèit
(�v1� n ; : : : ; �vl )T . Vynásobíme-li jej zleva maticíAT

i , v¹echny �vj pro j 6� i zùstávají
nezmìnìny, zatímco v¹echny �vj pro j � i jsou zvìt¹eny o �vi � cij . Samotné �vi je
následnì vynulováno. Nakonec po vynásobení maticíAT

1 je pouze prvníchn hodnot
vektoru (�v1� n ; : : : ; �vl ) nenulových. Ty jsou vynásobením maticíPn pøiøazeny do �x =
�y � f 0(x).
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vi � n = x i i = 1; : : : ; n

vi = ' i (vk)k� i i = 1; : : : ; l

ym� i = vl � i i = m � 1; : : : ; 0

�vl � i = �ym� i i = 0; : : : ; m � 1

�vi = 0 i = l � m; : : : ; 1 � n

for i = l; : : : ; 1 do
for j � i do

�vj = �vj + �vi � @'i
@vj

(vk)k� i

end for
end for
�x i = �vi � n i = n; : : : ; 1

Obrázek 1.9: Soupis operací odvozený nasèítávaným zpìtnýmmódem automatického
derivování.

Odvozený vzorec je mo¾né pøepsat do postupu na obrázku 1.9. Tento postup
je v podstatì shodný s postupem, který jsme odvodili pomocí pravidla øetìzení
(obrázek 1.7) { nyní v¹ak pøímo ji¾ pro situaciy 2 Rm , m > 1.

Poznamenejme, ¾e jsme spoèítali hodnotu souèinu �y�f 0(x) a také funkèní hodnotu
f (x), ale nespoèetli jsme hodnotuf 0(x) explicitnì.

Demonstrace na pøíkladu I. Navá¾eme na vý¹e uvedený pøíklad I ze strany 19.
Platí, ¾en = 2, m = 1 a l = 4. Matice (1.6) a (1.7) jsou tedy rovny

P2 =
�

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

�
2 R2� 6

a
Q1 =

�
0 0 0 0 0 1

�
2 R1� 6:

Dále, pro matice (1.5) platí

A1 =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

@'1
@v� 1

@'1
@v0

0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

cosv� 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0:7071 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

2 R6� 6
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a dále

A2 =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

@'2
@v� 1

@'2
@v0

@'2
@v1

0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
v0 v� 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0:7854 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

2 R6� 6;

A3 =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

@'3
@v� 1

@'3
@v0

@'3
@v1

@'3
@v2

0 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1=v2 � v1=v2

2 0 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1:2732 � 1:1463 0 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

2 R6� 6

a koneènì

A4 =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

@'4
@v� 1

@'4
@v0

@'4
@v1

@'4
@v2

@'4
@v3

0

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0

1

C
C
C
C
C
C
A

2 R6� 6:

Dosadíme-li nyní do (1.10) je¹tì �y = 1, dostáváme

�xT = PnAT
1 AT

2 � � � AT
l � 1A

T
l QT

m �yT =
�

0:7540
� 0:1149

�
;

a tím jsme tedy spoèetli (�x1; �x2) = r f (�= 4; 1) = (0 :7540; � 0:1149):
Zatím jsme na promìnné �vi pohlí¾eli jako na pomocné promìnné. Lze ukázat, ¾e

jejich výsledné hodnoty charakterizují citlivost �y � f (x) na malou zmìnu vi . Pøesnì
øeèeno, zmìòme operacivi = ' i (vk)k� i ze soupisu operací na obrázku 1.1 na operaci

vi = ' i (vk)k� i + � i ; (1.11)
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kde � i chápeme jako novou nezávislou promìnnou. Pak ji¾ lze ukázat, ¾e

�vi =
@

@�i
(�y � f (x))

�
�
�
�
� i =0

: (1.12)

Podrobnosti lze najít napøíklad v [5].
Je také mo¾né spoèíst gradienty sq rùznými váhami najednou, pokud promìn-

nou �y budeme uva¾ovat jako matici, v její¾ øádcích jsou ulo¾eny jednotlivé váhové
vektory. V tom pøípadì chápeme promìnné �yi jako vektory.

1.5 Výpoèet druhých a vy¹¹ích derivací

V tomto odstavci popí¹eme, jak pou¾ít automatické derivování pro výpoèet druhých
nebo vy¹¹ích derivací pomocí aplikace zpìtného a pøímého módu.

1.5.1 Vlastnosti a odvození výpoètu druhých a vy¹¹ích de-
rivací

Pro pøehlednost zopakujme, ¾e nezávislé a závislé promìnnépøi výpoètu hodnot
y = f (x) jsou oznaèeny takto:

v1� n ; : : : ; v0| {z }
= x

; v1; v2; : : : ; vl � m ; vl � m+1 ; : : : ; vl| {z }
= y

:

Program pro výpoèet druhých (nebo vy¹¹ích) derivací je mo¾né odvodit kom-
binací pøímého a zpìtného módu. Nejdøíve na zadaný program aplikujeme zpìtný
mód, odkud získáme program pro výpoèet gradientu funkcef (nebo gradientu vá-
¾eného souètu �y � f (x)). Na tento program aplikujeme pøímý mód a získáme tak
program pro vyhodnocení druhých derivací ve tvaru

�y � f 00(x) � _x + _�y � f 0(x); (1.13)

kde _�y je vstupní parametr, podobnì jako _x nebo �y. Výraz (1.13) oznaème jako_�x.
Abychom spoèetli pouze druhou derivaci tvaru �y�f 00(x)� _x, je potøeba pøedem pøiøadit
_�y = 0. Výraz �y � f 00(x) � _x chápeme v této souvislosti jako

�y � f 00(x) � _x =
@

@�
�y � f 0(x + � _x)

�
�
�
�
� =0

2 Rn : (1.14)

Pøíslu¹ný soupis operací získáme napøíklad tím zpùsobem, ¾e aplikujeme pøímý
mód na soupis operací získaný nasèítávaným zpìtným módem z obrázku 1.9.

Z výrazu

�vj = �vj + �vi �
@'i
@vj

(vk)k� i

pøitom odvodíme

_�vj = _�vj + _�vi �
@'i
@vj

(vk)k� i + �vi

�
�
@'i
@vj

(vk)k� i

� 0

; (1.15)
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kde �
@'i
@vj

(vk)k� i

� 0

=
X

l � i

@2' i

@vj @vl
(vk)k� i � _vl :

Výsledný soupis operací je na obrázku 1.10. Po provedení tohoto soupisu operací
jsou po¾adované hodnoty druhých derivací �y � f 00(x) � _x ulo¾eny v promìnných

_�x = ( _�x1; : : : ; _�xm ):

vi � n = x i

_vi � n = _x i

�
i = 1; : : : ; n

vi = ' i (vk)k� i

_vi =
P

j � i
@'i
@vj

(vk)k� i � _vj

�
i = 1; : : : l

ym� i = vl � i

_ym� i = _vl � i

�
i = m � 1; : : : 0

�vl � i = �ym� i
_�vl � i = 0

�
i = 0; : : : ; m � 1

�vi = 0
_�vi = 0

�
i = 1 � n; : : : ; l � m

for j = l; : : : ; 1 do
for j � i

�vj = �vj + �vi � @'i
@vj

(vk)k� i

_�vj = _�vj + _�vi � @'i
@vj

(vk)k� i + �vi �
� P

l � i
@2 ' i

@vj @vl
(vk)k� i � _vl

�

end for
end for

�x i = �vi � n
_�x i = _�vi � n

�
i = n; : : : ; 1

Obrázek 1.10: Soupis operací pro výpoèet druhých derivací,odvozený nasèítávaným
zpìtným módem a následnou aplikací pøímého módu.

Pøi vyhodnocení druhých derivací jsme "jako vedlej¹í produkt" také spoèetli
hodnotu prvních derivací tvaru f 0(x) � _x (jako kdybychom provedli pøímý mód) a
také �y � f 0(x) (jako kdybychom provedli zpìtný mód).

Názorné schéma odvození programù pro výpoèet druhé derivace je znázornìno
na obrázku 1.11.

Podobnì jako v pøímém módu, je mo¾né spoèíst derivace podle více smìrù záro-
veò, pokud budeme uva¾ovat promìnnou _x jako maticovou.

Vy¹¹í ne¾ druhé derivace mohou být získány analogicky jednou aplikací zpìtného
módu a následnì nìkolikanásobnou aplikací pøímých módù.
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Program Program Program
pro výpoèet pro výpoèet pro výpoèet

y = f (x) �! y = f (x), �! y = f (x),
aplikace �x = �y � f 0(x) aplikace _y = f 0(x) � _x,

zpìtného módu pøímého módu �x = �y � f 0(x),
_�x = �y � f 00(x) � _x

(Obrázek 1.1) (Obrázek 1.9) (Obrázek 1.10)

Obrázek 1.11: Schématické znázornìní odvození programu pro výpoèet druhé deri-
vace.

Demonstrace na pøíkladu I. Navá¾eme na vý¹e uvedený pøíklad I ze strany 22.
Chceme spoèíst hodnotu druhých parciálních derivací funkce f v bodì ( �= 4; 1).

Nejdøíve na soupis operací pro vyhodnocení funkcef na obrázku 1.2 aplikujeme
zpìtný mód s hodnotou �y = �v4 = 1. Dostaneme tak soupis operací na obrázku 1.8,
na který aplikujeme pøímý mód s hodnotami _x1 = 1, _x2 = 0 a _�y = 0. Získáme
tak soupis operací na obrázku 1.12, který spoète hodnoty_�x1 = @2=@x21 f (�= 4; 1) a
_�x2 = @2=(@x2@x1) f (�= 4; 1).

Pro výpoèet zbývajících dvou hodnot parciálních derivací@2=(@x1@x2) f (�= 4; 1)
a @2=@x22 f (�= 4; 1) staèí provést tentý¾ soupis operací (obrázek 1.12), ale spoèáteè-
ním nastavením hodnot �y = �v4 = 1, _x1 = 0, _x2 = 1 a _�y = 0.

Jak jsme ji¾ poznamenali vý¹e, kromì hodnot druhých derivací jsme spoèetli také
hodnoty prvních derivací ve tvaruf 0(�= 4; 1) � _x a �y � f 0(�= 4; 1), tj. hodnoty derivací,
které jsme pùvodnì získali jen pøímým a jen zpìtným módem.

1.6 Zpùsoby implementace automatického deri-
vování

V pøedchozích odstavcích jsme popsali základní principy automatického derivování.
V tomto odstavci uká¾eme, jak tyto metody prakticky aplikovat na zadaný program,
aby poèítal i po¾adované derivace.

Tato kapitola si neklade za cíl a ani nemù¾e být detailním popisem implementace
automatického derivování. Spí¹e uká¾eme základní techniky a praktické postøehy.
Konkrétní implementace je ostatnì závislá na pou¾itém systému.

Automatické derivování je transformace programu: program pro vyhodnocení
funkèních hodnot f (x) je transformován na program pro vyhodnocení funkèních
hodnot f (x) a jejich derivací, za pou¾ití pøímého nebo zpìtného módu popsaného
vý¹e. Tato transformace programu lze provést ruènì nebo (v lep¹ím pøípadì) jiným
programem. Tato transformace mù¾e být provedenaautomaticky bez zásahu u¾iva-
tele, odkud také pochází pojmenováníautomatickéderivování. To je jedna z velkých
výhod popisovaných metod.

V pøedcházejících odstavcích jsme popsali transformaci soupisu operací, ale vstu-
pem je program. Tento rozpor snadno odstraníme vysvìtlenímprincipù transformace
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v� 1 = x1 = �
4 = 0:7854

_v� 1 = _x1 = 1.0000
v0 = x2 = 1.0000
_v0 = _x2 = 0.0000
v1 = sin v� 1 = 0.7071
_v1 = cosv� 1 � _v� 1 = 0.7071
v2 = v� 1 � v0 = 0.7854
_v2 = v� 1 � _v0 + v0 � _v� 1 = 1.0000
v3 = v1=v2 = 0.9003
_v3 = ( _v1 � v3 � _v2)=v2 = � 0.2460
v4 = v2 + v3 = 1.6857
_v4 = _v2 + _v3 = 0.7540
y = v4 = 1.6857
_y = _v4 = 0.7540
�v4 = �y = 1.0000
_�v4 = _�y = 0.0000
�vi = 0 i = 3; : : : ; � 1
_�vi = 0 i = 3; : : : ; � 1
�v3 = �v3 + �v4 = 1.0000
_�v3 = _�v3 + _�v4 = 0.0000
�v2 = �v2 + �v4 = 1.0000
_�v2 = _�v2 + _�v4 = 0.0000
�v1 = �v1 + �v3=v2 = 1.2732
_�v1 = _�v1 + _�v3=v2 � �v3 � _v2=v2

2 = � 1.6211
�v2 = �v2 � �v3 � v3=v2 = � 0.1463
_�v2 = _�v2 � _�v3 � v3=v2 � �v3 � ( _v1 � 2v3 � _v2)=v2

2 = 1.7727
�v0 = �v0 + �v2 � v� 1 = � 0.1149
_�v0 = _�v0 + _�v2 � v� 1 + �v2 � _v� 1 = 1.2460
�v� 1 = �v� 1 + �v2 � v0 = � 0.1463
_�v� 1 = _�v� 1 + _�v2 � v0 + �v2 � _v0 = 1.7727
�v� 1 = �v� 1 + �v1 � cosv� 1 = 0.7540
_�v� 1 = _�v� 1 + _�v1 � cosv� 1 � �v1 � sinv� 1 � _v� 1 = � 0.2739
@2f=@x21 = _�v� 1 = 1.2460
@2f=@x2@x1 = _�v0 = � 0.2739

Obrázek 1.12: Soupis operací pro výpoèet druhých derivací,odvozený zpìtným mó-
dem a následnou aplikací pøímého módu pro Pøíklad I.

a nepøedstavuje ¾ádný problém.
Dále popí¹eme nejen podobu odvozených programù, ale zejména postup, jakým

odvozený program z pùvodního programu získat. Popí¹eme tedy, jak má automatické
derivování vlastnì pracovat. Budeme se dr¾et spí¹e na obecnìj¹í rovinì, konkrétní
podmínky jsou toti¾ závislé na systému, ve kterém automatické derivování imple-
mentujeme.
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Kromì vlastní transformace zadaného programu je nutné ke ztransformovanému
programu pøipojit soubor (balík) pomocných procedur a funkcí, které budou tímto
programem vyu¾ívány. Jedná se napøíklad o deklarace novýchtypù promìnných,
jejich inicializace, pomocné procedury nebo pozmìnìné de�nice základních funkcí
(aby napøíklad obsahovaly i jejich sdru¾ené operace). Podrobnosti budou ukázany
v dal¹ích odstavcích.

Základními metodami implementace automatického derivování jsoupøetí¾ení ope-
rátorù a funkcí nebo pou¾itím preprocesoru, které v následujících odstavcích popí-
¹eme.

1.6.1 Pøetí¾ení operátorù a funkcí

Technika pøetí¾ení operátorù (napøíklad operátorù +,� nebo =) nebo funkcí (na-
pøíklad funkce sinus nebo funkcí de�novaných u¾ivatelem) je ve srovnání s pou¾itím
preprocesoru jednodu¹¹í a pøehlednìj¹í. Bývá podporovánamoderními programova-
cími jazyky, napøíklad C++, Adou nebo Fortranem 90. Je zalo¾ena na jejich schop-
nosti rozli¹it pøi volání operátorù (funkcí)poèeta typ parametrù a díky tomu vybrat
mezi operátory (funkcemi) se stejným jménem tu de�nici operátoru (funkce), která
odpovídá zadaným parametrùm. Napøíklad, kdybychom mìli dva rùzné typy pro-
mìnných typA a typB a dvì de�nice podprogramuPP(jednu pro pøípad, kdy vstupní
parametr je typu typA, a druhou pro pøípad, kdy vstupní parametr je typutypB),
pøi volání podprogramuPP(PromìnnáTypuA), resp. PP(PromìnnáTypuB)pøekladaè
podle typu parametru rozli¹í, jakou de�nici procedury PPmá zavolat.

Výhoda pou¾ití technik pøetí¾ení je, ¾e témìø celý zadaný program mù¾e být pøi
aplikaci automatického derivování ponechán beze zmìny.

V následujících odstavcích pøedvedeme jednoduchý zpùsob implementace au-
tomatického derivování pomocí pøetí¾ení operátorù a funkcí v programovacím ja-
zyce C++. V¹echny ukázky jsou jednoduché a navíc je okomentujeme, tak¾e je lze
v pøípadì potøeby snadno pøevést do jiného programovacího jazyka. Více informací
o jazyce C++ je mo¾né nalézt napøíklad v [25].

První derivace - pøímý mód

Popí¹eme jednoduchý postup, jak pomocí pøetí¾ení operátorù a funkcí implemento-
vat pøímý mód automatického derivování, který jsme odvodili v kapitole 1.3. Tímto
zpùsobem vyhodnotíme derivaci v zadaném smìru.

Zavedeme nový typ promìnné, který oznaèímedoublet . Tato struktura (tøída)
obsahuje dvì promìnné typudouble (reálné èíslo). Tyto dvì slo¾ky slou¾í pro ulo¾ení
hodnot promìnné vi a její sdru¾ené promìnné _vi .2 Neboli

class doublet // definice tøídy doublet
{ // obsahující funkèní hodnotu

// a hodnotu derivace
public:

double v; // funkèní hodnota v_i
double vdot; // hodnota derivace v_i s teèkou

2V celé kapitole 1.6 budeme pro jednoduchost pøedpokládat, ¾e v¹echny vi jsou skaláry.
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};

Provedeme-li nyní deklaraci

doublet a;

nade�nujeme tím promìnnou a typu doublet . Na její slo¾kuv se pak odvoláme
pomocí výrazua.v a bude v ní ulo¾ena hodnotavi . Na slo¾kuvdot se odvoláme
pomocía.vdot a bude v ní ulo¾ena hodnota derivace _vi .

Nyní mù¾eme de�novat nové funkce, jejich¾ vstupní nebo výstupní hodnoty jsou
typu doublet . Díky tomu pøetí¾íme elementární matematické funkce' i . Budou
provádìt nejen obvyklé vyèíslení své hodnoty, ale také spoètení pøíslu¹né sdru¾ené
operace. Napøíklad funkci sinus mù¾eme pøetí¾it následujícím zpùsobem.

doublet sin (doublet a) // definice funkce sinus, jejím¾
// vstupem je promìnná typu doublet

{ // a výstupem promìnná typu doublet
doublet b;
b.v = sin (a.v); // výpoèet funkèní hodnoty
b.vdot = cos (a.v) * a.vdot; // výpoèet derivace
return b;

};

Pokud promìnné x a y jsou typu doublet a zavoláme funkciy = sin(x) , pak
se tímto provede nejen pøiøazeníy.v = sin (x.v) , ale i pøíslu¹ná sdru¾ená operace
y.vdot = cos (x.v) * x.vdot . Pokud bychom zavolali funkcisin na promìnnou
typu double, provedla by se funkce sinus, jak je de�novaná výrobcem pøekladaèe.
Výsledkem by byla promìnná typu double.

Operátor * mù¾eme pøetí¾it analogickým zpùsobem:

doublet operator* (doublet a, doublet b) // definice operát oru násobení, jeho¾
// vstupy jsou promìnné typu doublet

{ // a výstupem promìnné typu doublet
doublet c;
c.v = a.v * b.v; // výpoèet funkèní hodnoty
c.vdot = a.vdot * b.v + a.v * b.vdot; // výpoèet derivace
return c;

};

Pokud promìnné x, y a z jsou typu doublet , pak výraz z = x * y zpùsobí
nejen spoètení souèinu, ale také provedení pøíslu¹né sdru¾ené operace. Dále je pro
operátor * (a vùbec binární operátory) potøeba nade�novat smí¹ené operace pro
konstanty3 (napøíklad typu double) a typ doublet .

Operátor dìlení / pøetí¾íme napøíklad následujícím zpùsobem:

doublet operator/ (doublet a, doublet b) // definice operát oru dìlení, jeho¾
// vstupy jsou promìnné typu doublet

{ // a výstupem promìnné typu doublet
doublet c;

3Zde konstantou myslíme hodnotu, která nezávisí na nezávislých promìnných.
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c.v = a.v / b.v; // výpoèet funkèní hodnoty
c.vdot = (a.vdot * b.v - a.v * b.vdot)/(b.v * b.v);

// výpoèet derivace
return c;

};

Podobným zpùsobem pøetí¾íme dal¹í aritmetické operace a pou¾ívané funkce.
Poznamenejme je¹tì, ¾e pøetí¾ené operátory a funkce mají v jazyce C++ stejnou
prioritu jako jejich nepøetí¾ení jmenovci.

Zmínìné de�nice typù promìnných a funkcí budou uvedeny v souboru (balíku)
s pomocnými de�nicemi a funkcemi, nikoli v hlavním programu. Dále musíme upra-
vit zadaný program, aby pracoval s promìnnými typudoublet a zajistit jejich ko-
rektní vstup a výstup.

Zamysleme se tedy, co v¹echno musí balík s pomocnými de�nicemi a funkcemi
vlastnì obsahovat.

� Zavedení nového typu promìnné (nazvali jsme hodoublet ), který obsahuje
nejen hodnotuvi , ale i její derivaci _vi .

� Pøetí¾ení obvyklých operátorù (funkcí) provádìných na bì¾né typy promìn-
ných, aby pracovaly i s parametry typudoublet . Tyto nové operace provádìjí
navíc i sdru¾ené operace podle pravidla øetìzení s vyu¾itímslo¾kyvdot , která
reprezentuje _vi .

� Zaji¹tìní správné inicializace obou slo¾ek promìnné typudoublet a naopak
vrácení (vyexportování) hodnotyv a její derivacevdot .

Je jasné, ¾e musíme zmìnit i derivovaný program. Pøirozenì se sna¾íme o to,
aby nutných zmìn bylo co nejménì. Nevyhnutelnì v¹ak musíme provést následující
úpravy.

� V¹echny promìnné, jejich¾ derivace nás zajímají, musí být pøedeklarovány
(napøíklad z typu double) na typ doublet . Toto se týká v¹ech nezávislých
promìnných, závislých promìnných a promìnných, které jsouzávislé na nezá-
vislých a ovlivòují závislé.

� Pøi pøiøazení numerické hodnoty do nezávislé promìnné musíbýt také pøiøa-
zena odpovídající hodnota její derivace (tj. smìru).

� Kromì tisku (obecnìji exportu) závislých promìnných musí být vypsána (vy-
exportována) také hodnota pøíslu¹né derivace.

Øídící pøíkazy (podmínky, cykly. . . ) se pøitom nemìní. Pouze v pøípadech, kdy na-
pøíklad v podmínce testujeme hodnotu promìnnéz, která závisí nax, potom v pøe-
transformovaném programu musíme testovat hodnotuz.v .

Je vhodné (nikoli v¹ak bezpodmíneènì nutné) mít funkci, která provede pøiøa-
zení hodnoty nezávislé promìnné a její derivace do promìnnétypu doublet . Tyto
hodnoty bychom mohli do promìnných dosazovat i pøímo, ale z hlediska èistoty pro-
gramování a následných dal¹ích zlep¹ení to není vhodné. Proto nade�nujeme funkci
makedoublet, která pøiøadí zadané hodnoty do slo¾ek promìnné typudoublet .
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doublet makedoublet (double val, double dotval)
// definice funkce makedoublet, jejími¾
// vstupy jsou promìnné typu double
// a výstupem promìnná typu doublet

{
doublet c;
c.v = val; // pøiøazení hodnoty nezávislé promìnné
c.vdot = dotval; // pøiøazení její derivace (smìru)
return c;

};

Jako "opaènou" k funkci makedoublet je u¾iteèné zavést funkcivalue , resp.
dotvalue , která ze zadané promìnné typudoublet vrátí hodnotu její slo¾kyv,
resp.vdot .

double value (doublet a) // definice funkce value, jejím¾
// vstupem je promìnná typu doublet

{ // a výstupem promìnná typu double
double d;
d = a.v; // vrátí funkèní hodnotu v_i
return d;

};

double dotvalue (doublet a) // definice funkce dotvalue, je jím¾
// vstupem je promìnná typu doublet

{ // a výstupem promìnná typu double
double d;
d = a.vdot; // vrátí hodnotu derivace v_i s teèkou
return d;

};

Popsanou transformaci zadaného programu uká¾eme opìt na pøíkladu I.

Demonstrace na pøíkladu I. Navá¾eme na vý¹e uvedený pøíklad I ze strany 26.
Chceme spoèítat derivaci funkce

f (x1; x2) =
sinx1

x1x2
+ x1x2

v bodì ( �= 4; 1) a také derivaci @f=@x1 v tomté¾ bodì. Tato funkce mù¾e být vy-
hodnocena pomocí následující ukázky zapsané v C++:

//deklarace a vstup promìnných
double x1, x2, y;
double temp;
x1 = pi/4;
x2 = 1;

//výpoèet
temp = x1 * x2;
y = sin(x1) / temp + temp;

//výstup promìnných
cout << y;

31



Poznamenejme, ¾e pøíkazcout << y; je operace, která zapí¹e hodnoty promìn-
ných na standardní výstup.

Uvedenou èást programu ztransformujeme, aby poèítal i ¾ádanou derivaci. Tak
dostaneme

//deklarace a vstup promìnných
doublet x1, x2, y; *
doublet temp; *
x1 = makedoublet (pi/4, 1.0); *
x2 = makedoublet (1.0, 0.0); *

//výpoèet
temp = x1 * x2;
y = sin(x1) / temp + temp;

//výstup promìnných
cout << value(y); *
cout << dotvalue(y); *

Ve¹keré zmìny, které jsme provedli, jsou pøede�nování pøíslu¹ných promìnných
z typu double na doublet , inicializace promìnných x1 a x2 a výpis hodnot slo¾ek
promìnné y. V¹echny øádky, které jsou nové, nebo na kterých do¹lo k nìjaké zmìnì,
jsme oznaèili hvìzdièkou. Jádro programu, ve kterém probíhá vlastní výpoèet, zù-
stalo nezmìnìno. To je dùle¾ité, proto¾e to bývá nejobsáhlej¹í a nejménì pøehledná
èást derivovaného programu.

Aby bylo mo¾né tento program pøelo¾it a spustit, je nutné k nìmu pøipojit balík
s de�nicemi pomocných procedur a funkcí a deklaracemi nových typù promìnných,
jak jsme se o tom ji¾ zmínili vý¹e v tomto odstavci.

Pokud derivovaný program volá nìjaké podprogramy, je nutnéprovést analogické
úpravy i v tìchto podprogramech.

Snadnými úpravami navr¾eného postupu bychom dosáhli souèasného vyhodno-
cení derivace podlep smìrù najednou. Museli bychom nade�novat nový typ pro-
mìnné (analogii doublet ), znovu pøetí¾it numerické operace a obstarat správnou
inicializaci, vstup a výstup sdru¾ených promìnných.

Zdaleka jsme se nezmínili o v¹ech aspektech implementace pøímého módu auto-
matického derivování pomocí pøetí¾ení operátorù a funkcí.Nìkteré dal¹í postøehy
vyplynou z následujících kapitol.

První derivace - zpìtný mód

V tomto odstavci popí¹eme jednoduchou implementaci nasèítávaného zpìtného mó-
du automatického derivování, který jsme uvedli v odstavci 1.4 na obrázku 1.7, resp.
1.9. Tak budeme schopni spoèítat gradient libovolné slo¾kyzadané funkcef nebo
gradient lineární kombinace �y�f tìchto slo¾ek. Nejdøíve implementaci zpìtného módu
automatického derivování obecnì popí¹eme a pak ji budeme aplikovat na pøíklad I.

V prùbìhu výpoètu hodnoty funkce f v bodì x budeme zaznamenávat ka¾dou
základní operaci, kterou provedeme, spolu s jejími argumenty. Tyto údaje budeme
sekvenènì ukládat do dlouhého pole. Po dokonèení vyhodnocení f (x) projdeme tímto
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polem zpìt a pro ka¾dou v nìm zaznamenanou operaci provedemepøíslu¹né pøidru-
¾ené operace. Tím splníme po¾adavek na prùchod soupisem operací v opaèném po-
øadí, jak vy¾aduje zpìtný mód automatického derivování. Tento pøístup není úplnì
vhodný pro velké úlohy, proto je mo¾né uplatnit nìjaká úsporná opatøení, viz napøí-
klad [5] nebo [8].

Podobnì jako pøi implementaci pøímého módu, i nyní pøipravíme balík s pomoc-
nými de�nicemi a funkcemi. Ten by mìl by obsahovat následující deklarace:

� Zavedení tøídyelement, která bude uchovávat informaci o provedené elemen-
tární operaci. Bude tedy obsahovat

{ v promìnné v hodnotu vi = ' i (vj ) j � i , viz vztah (1.1),

{ v promìnné vbar hodnotu �vi =
P

j � i �vj � @'j
@vi

, viz vztah (1.4)

{ v promìnné opcode oznaèení elementární operace (napøíklad sèítání od-
povídá 10, násobení 30, viz dále)

{ v promìnné arg1 odkaz na první argument této elementární operace

{ v promìnné arg2 odkaz na druhý argument této elementární operace

Dále zavedeme poletrace tìchto elementù pro záznam v¹ech provedených
základních operací.

K tìmto typùm je¹tì z dùvodu lep¹í manipulace zavedeme dal¹ípomocné typy
redouble (tøída s ukazatelem naelement) a traceptr (ukazatel na prvek
v poli).

� Pøetí¾ení základních operací, aby pracovaly s parametry typu redouble . Takto
nade�nované operace nejen poèítají hodnotuvi (jako jejich nepøetí¾ení jme-
novci), ale také zaznamenají své zavolání vèetnì svých parametrù do zmínì-
ného poletrace .

� Zavedení funkcereverse sweep, která po vyhodnoceníf (x) projde polem
trace nazpìt a spoèítá v¹echny pøidru¾ené promìnné �vi , jak urèuje pravidlo
øetìzení.

� Zavedení funkcí pro korektní pøiøazení hodnot nezávislýchpromìnných x i a
vah �yi do slo¾ek*redouble (tedy elementu) a naopak pro výstup spoètených
derivací �x i .

Musíme také provést zmìny pøímo v programu, který poèítá hodnoty funkcef (x).
Máme snahu, aby jich bylo co nejménì, nicménì následující jsou nutné.

� V¹echny nezávislé promìnné, závislé promìnné a promìnné, které závisí na
nezávislých a ovlivòují závislé, musí být pøedeklarovány na typ redouble .

� Hodnoty nezávislých promìnných musí být na zaèátku pøiøazeny do správ-
ných slo¾ek promìnných typuredouble . Po vyhodnocení závislých promìn-
ných musí být do jejich pøíslu¹ných slo¾ek pøiøazeny váhy �yi . A¾ pak mù¾e být
zavolána funkcereverse sweep, která spoète a vrátí (vyexportuje) hodnotu
derivace.
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� Musí být zavolána funkcereverse sweep(druhá èást soupisu operací), aby se
spoèetly hodnoty �vi a tím i po¾adované derivace.

Øídící pøíkazy (podmínky, cykly,. . . ) se automatickým derivováním nemìní. Pouze
v pøípadech, kdy napøíklad v podmínce testujeme hodnotu promìnné z, která závisí
na x, v pøetransformovaném programu musíme testovat hodnotuslo¾kypromìnné z,
která hodnotu pùvodní promìnnéz obsahuje.

Nyní uvedeme, jak mohou vypadat de�nice nových typù a funkcí, které jsme
vý¹e popsali. Základní datové struktury jsouelement, trace a redouble .

class element // definice tøídy element
{ // obsahující informace o elementární operaci

public:
double v; // funkèní hodnota
double vbar; // hodnota derivace
int opcode; // typ elementární operace
element *arg1; // odkaz na první argument
element *arg2; // odkaz na druhý argument

};

class redouble // definice tøídy redouble
{ // obsahující ukazatel na element

public:
element *ref;

};

element trace [VelkéÈíslo]; // pole elementù pro uchování
// v¹ech elementárních operací

element *traceptr = trace; // ukazatel do pole na aktuální
// elementární operaci pøi jeho vyplòování

Tyto typy a promìnné jsme zavedli globálnì, tj. jsou pøístupné ze v¹ech funkcí
celého programu. HodnotaVelkéÈíslo je velikost pole, ve kterém jsou uschovány
v¹echny provedené elementární operace. Pokud by velikost pole trace nestaèila
(chtìli bychom provádìt více základních operací ne¾VelkéÈíslo ), je potøeba tuto
hodnotu zvìt¹it.

Dále potøebujeme de�novat celoèíselné konstanty pro jednoznaènou identi�kaci
základní funkce, která byla zavolána. Tyto konstanty budeme ukládat do slo¾ky
opcode ka¾dého prvku poletrace , který charakterizuje provedenou operaci. Díky
tomu budeme schopni ve druhé èásti soupisu operací provádìtpøíslu¹né pøidru¾ené
operace.

De�nici tìchto konstant mù¾eme provést napøíklad takto:

const int
emptyv = 0, constv = 1, indepv = 2, bplusv = 10,
bminusv = 20, bmultv = 30, recipv = 40, ...
expv = 50, lnv = 51, sinv = 60, ... ;

Pøetí¾ené elementární funkce nejen spoètou svoji hodnotu,ale také provedou
zaznamenání svého provedení do poletrace . Po funkci sinus, násobení a dìlení je
mù¾eme de�novat napøíklad tímto zpùsobem.
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redouble sin (redouble a) // definice funkce sin, jejím¾
// vstupem je promìnná typu redouble

{ // výstupem je promìnná typu redouble
redouble b;
b.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktuální operaci
traceptr->v = sin (a.ref->v); // výpoèet hodnoty elementár ní funkce
traceptr->vbar = 0.0; // vynulování slo¾ky vbar, kam se bude

// nasèítávat derivace
traceptr->opcode = sinv; // ulo¾ení identifikace této elem entární operace
traceptr->arg1 = a.ref; // ulo¾ení argumentu této elementá rní operace
traceptr++; // posun na dal¹í prvek v poli
return b;

};

redouble operator* (redouble a, redouble b) // definice fun kce násobení, jejími¾
// vstupy jsou promìnné typu redouble

{ // výstupem je promìnná typu redouble
redouble c;
c.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktuální operaci
traceptr->v = (a.ref->v) * (b.ref->v); // výpoèet hodnoty e lementární funkce
traceptr->vbar = 0.0; // vynulování slo¾ky vbar, kam se bude

// nasèítávat derivace
traceptr->opcode = bmultv; // ulo¾ení identifikace

// této elementární operace
traceptr->arg1 = a.ref; // zaznamenání prvního argumentu

// této elementární operace
traceptr->arg2 = b.ref; // zaznamenání druhého argumentu

// této elementární operace
traceptr++; // posun na dal¹í prvek v poli
return c;

};

redouble operator/ (redouble a, redouble b) // definice fun kce dìlení, jejími¾
// vstupy jsou promìnné typu redouble

{ // výstupem je promìnná typu redouble
redouble c;
c.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktuální operaci
traceptr->v = (a.ref->v) / (b.ref->v); // výpoèet hodnoty e lementární funkce
traceptr->vbar = 0.0; // vynulování slo¾ky vbar, kam se bude

// nasèítávat derivace
traceptr->opcode = bdivv; // ulo¾ení identifikace

// této elementární operace
traceptr->arg1 = a.ref; // zaznamenání prvního argumentu

// této elementární operace
traceptr->arg2 = b.ref; // zaznamenání druhého argumentu

// této elementární operace
traceptr++; // posun na dal¹í prvek v poli
return c;

};

Ka¾dá taková pøetí¾ená funkce vyèíslí hodnotu slo¾kyv, vynuluje hodnotu vbar ,
zaznamená se (co je to za operaci podle èíselníku a hodnota sevlo¾í doopcode) a
nakonec je¹tì ulo¾í ukazatele na své argumenty.

Pro operátory * , / (a dal¹í binární operátory) je dále potøeba nade�novat smí-
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¹ené operace pro konstanty4 (napøíklad typu double) a promìnné typu redouble .
Podobným zpùsobem pøetí¾íme dal¹í aritmetické operace a pou¾ívané funkce.

Je u¾iteèné mít funkci, která pøiøadí hodnotu nezávislé promìnné na správné
místo do promìnné typu redouble a oznaèí ji, ¾e vznikla z nezávislé promìnné.
Takovou funkci nazvìme makeindepvar.

redouble makeindepvar (double a) // definice funkce makein depvar, jejím¾
// vstupem je promìnné typu double

{ // výstupem je promìnná typu redouble
redouble b;
b.ref =traceptr; // ukazatel do pole na aktuální operaci
traceptr->v = a; // pøiøazení hodnoty nezávislé promìnné
traceptr->vbar = 0.0; // vynulování pro nasèítávání deriva ce
traceptr->opcode = indepv; // identifikace této operace
traceptr++; // posun na dal¹í prvek v poli
return b;

};

Dále musíme zavést funkcireverse sweep, která projde polemtrace nazpìt a
pro ka¾dou operaci provede pøíslu¹né pøidru¾ené operace. Tato procedura je vlastnì
jen cyklus polem odzadu, ve kterém pøíkazswitch tøídí pùvodnì provádìné elemen-
tární funkce a zaji¹»uje vlastní napoèítávání derivací.

void reverse_sweep() // definice funkce reverse_sweep, kt erá
{ // nemá ¾ádný pøímý vstup ani výstup
double deriv;
while (traceptr-- > trace) // cyklus pøes v¹echny provedené

// elementární operace
// od poslední k první
// (polem trace odzadu dopøedu)

{
switch(traceptr->opcode) // podle provedené elementární operace

// rozli¹íme výpoèet derivace
{
...
case sinv: // elementární operace byla sinus
deriv = cos(traceptr->arg1->v);
traceptr->arg1->vbar = traceptr->arg1->vbar + // postupn é naèítání

traceptr->vbar * deriv; // hodnot derivací
break;
...
case bmultv: // elementární operace byla násobení
traceptr->arg1->vbar = traceptr->arg1->vbar + // postupn é naèítání

traceptr->vbar * traceptr->arg2->v; // hodnot derivací
traceptr->arg2->vbar = traceptr->arg2->vbar + // postupn é naèítání

traceptr->vbar * traceptr->arg1->v; // hodnot derivací
break;
...
case bdivv: // elementární operace byla dìlení
traceptr->arg1->vbar = traceptr->arg1->vbar + // postupn é naèítání

traceptr->vbar / traceptr->arg2->v; // hodnot derivací

4Zde konstantou myslíme hodnotu, která nezávisí na nezávislých promìnných.
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traceptr->arg2->vbar = traceptr->arg2->vbar - // postupn é naèítání
traceptr->vbar * traceptr->arg1->v / // hodnot derivací
(traceptr->arg1->v)**2;

break;
...

}
}

};

Po probìhnutí této procedury jsou ve slo¾káchvbar tìch promìnných, do kterých
jsme pøiøazovali nezávislé hodnoty, ¾ádané hodnoty gradientu.

Ètení spoètených hodnotvi závislých promìnných bude provádìt funkcevalue .

double value (redouble a) // definice funkce value, jejím¾
// vstupem je promìnné typu redouble

{ // výstupem je promìnná typu double
double b;
b = a.ref->v; // vrátí funkèní hodnotu v_i
return b; // v_i = \varphi_i(v_j)

};

Pøiøazení pøíslu¹ných pøidru¾ených hodnot �yi (tj. vah) bude zaji¹tìno funkcí
setbarvalue .

void setbarvalue(redouble a, double b) // definice funkce s etbarvalue, jejím¾
// vstupem jsou promìnné typu double a redouble

{ // na výstupu není ¾ádná promìnná
a.ref->vbar = b; // nastavení vah y_i s pruhem

};

Tato funkce musí být provedena pøed zavoláním funkcereverse sweep.
Hodnoty derivací �x i zjistíme po probìhnutí funkcereverse sweeppomocí funkce

barvalue .

double barvalue (redouble a) // definice funkce barvalue, j ejím¾
// vstupem je promìnná typu redouble

{ // výstupem je promìnná typu double
double b;
b = a.ref->vbar; // vrátí hodnotu derivace \bar x_i
return b;

};

Zopakujme, ¾e v zadaném programu nemusíme dìlat ¾ádné jiné zmìny ne¾ pøe-
deklarování pøíslu¹ných promìnných na typredouble , správné pøiøazení hodnot
nezávislých promìnných, po spoètení hodnotf (x) musíme pøiøadit váhy �yi , zavolat
funkci reverse sweepa nakonec pøeèíst vypoètené hodnoty derivací. Jinak øeèeno,
vlastní jádro programu, kde probíhá výpoèet, je stejnì jakov pøípadì pøímého módu
nezmìnìno.
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Demonstrace na pøíkladu I. Navá¾eme na vý¹e uvedený pøíklad I ze strany 31.
Chceme spoèítat derivaci funkce

f (x1; x2) =
sinx1

x1x2
+ x1x2

v bodì ( �= 4; 1) a také gradient funkcef v tomté¾ bodì.
Nyní, na základì pøedchozích odstavcù, uká¾eme, jak by mohla vypadat trans-

formace programu pomocí zpìtného módu { transformace deklarace promìnných
i výpoètu. Funkce f mù¾e být vyhodnocena pomocí následující ukázky zapsané
v C++:

//deklarace a vstup promìnných
double x1, x2, y;
double temp;
x1 = pi/4;
x2 = 1;

//výpoèet
temp = x1 * x2;
y = sin(x1) / temp + temp;

//výstup promìnných
cout << y;

Tuto èást programu ztransformujeme pomocí zpìtného módu, aby poèítal i ¾á-
daný gradient. Tak dostaneme

//deklarace a vstup promenných
redouble x1, x2, y; *
redouble temp; *
x1 = makeindepvar(pi/4); *
x2 = makeindepvar(1.0); *

//výpoèet
temp = x1 * x2;
y = sin(x1) / temp + temp;

//výstup promìnných - hodnota funkce f(x)
cout << value(y); *

//výpoèet derivace
setbarvalue(y,1.0); *
reverse_sweep(); *

//výstup promìnných - hodnota derivace: grad(f(x))
cout << "derivace podle x1: " << barvalue(x1) << endl; *
cout << "derivace podle x2: " << barvalue(x2) << endl; *

Ve¹keré zmìny, které jsme provedli, jsou pøede�nování pøíslu¹ných promìnných
z typu double na redouble , inicializace promìnných x1 a x2, výpis hodnoty pro-
mìnné y, pøiøazení váhy do �y, zavolání funkcereverse sweepa výpis spoètených
derivací �x1 a �x2. V¹echny øádky, které jsou nové, nebo na kterých do¹lo k nìjaké
zmìnì, jsme oznaèili hvìzdièkou. Jádro programu, ve kterémprobíhá vlastní vý-
poèet, zùstalo nezmìnìno. To je dùle¾ité, proto¾e to bývá nejobsáhlej¹í a nejménì
pøehledná èást derivovaného programu.
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poøadí 1 2 3 4 5 6
provádìné
operace
provádìná de�nice de�nice x1 � x2 sin(x1) sin(x1)=temp sin(x1)=temp+
operace nezávislé nezávislé + temp

promìnné promìnné
x1 x2

funkce nebo make- make- x1 * x2 sin(x1) sin(x1)/temp sin(x1)/temp +
operátor, odkud indep- indep- + temp
záznam v polích var var
vznikl (pi/4) (1.0)
index v poli 0 1 2 3 4 5
(C++ èísluje od 0)

pole trace:
{ slo¾kav hodnota hodnota hodnota hodnota hodnota hodnota

x1 x2 x1 � x2 sin(x1) sin(x1)=temp sin(x1)=temp
+ temp

{ slo¾kavbar 0 0 0 0 0 0

{ slo¾kaopcode 2 2 30 60 40 10

{ slo¾kaarg1 nezadáno nezadáno odkaz na odkaz na odkaz na odkaz na
0.prvek 0.prvek 3.prvek 4.prvek
v poli v poli v poli v poli

{ slo¾kaarg2 nezadáno nezadáno odkaz na nezadáno odkaz na odkaz na
1.prvek 2.prvek 2.prvek
v poli v poli v poli

Obrázek 1.13: Ulo¾ení dat v polích pro Pøíklad I.

Na obrázku 1.13 je ukázáno, jak jsou data v politrace ulo¾ena v okam¾iku pøed
zavoláním funkcereverse sweep. (Funkce reverse sweepby pouze naplnila slo¾ky
vbar .)

Aby bylo mo¾né tento program pøelo¾it a spustit, je nutné k nìmu pøipojit balík
s de�nicemi pomocných procedur a funkcí a deklaracemi nových typù promìnných,
jak jsme se o tom ji¾ zmínili vý¹e v tomto odstavci.

Dal¹í názorné pøíklady pou¾ití a efektivity automatickéhoderivování jsou uve-
deny napøíklad v [10], [11], [12] nebo [13] .

Pokud derivovaný program volá nìjaké podprogramy, je nutnéprovést analogické
úpravy i v tìchto podprogramech.

Snadnou modi�kací navr¾ených postupù mù¾eme vyhodnocovatq gradientù na-
jednou. Za tímto cílem musíme zmìnit de�nici typu element, dále funkcesetbarvalue ,
barvalue a také reverse sweep.

Po probìhnutí funkce reverse sweepje mo¾né poletrace znovu pou¾ít pro dal¹í
vyhodnocení derivace. K tomuto opìtovnému pou¾ití poslou¾í pøiøazenítraceptr
= trace; , které zajistí, ¾e údaje se do nìj budou zapisovat znovu od zaèátku.

Nezmínili jsme nìkteré aspekty transformace programu pøi zpìtném módu auto-
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matického derivování. Nìkteré z nich v¹ak vyplynou z následujících kapitol.

Druhé derivace

Implementaci automatického derivování pro druhé nebo vy¹¹í derivace je mo¾né
získat kombinací uvedených technik implementace pro pøímýa zpìtný mód auto-
matického derivování.

V tomto odstavci naznaèíme, jak naprogramovat výpoèet hodnoty �y � f 00(x) � _x
pro funkci f : Rn �! Rm a pro vektory _x 2 Rn a �y 2 Rm . Výraz �y � f 00(x) � _x
pøitom chápeme stejnì ve vztahu 1.14. Pokud _x bude i -tý svislý vektor kartézské
báze a pokud �y budej -tý vodorovný vektor kartézské báze, spoèítáme taki -tý øádek
Hessovy maticej -té slo¾ky funkcef v bodì x.

K výpoètu �y � f 00(x) � _x pou¾ijeme metodu automatického derivování, kterou jsme
odvodili v kapitole 1.5, tedy kombinaci zpìtného a pøímého módu automatického
derivování.

Pro odvození implementace výpoètu druhých derivací vyu¾ijeme implementace
pøímého a zpìtného módu z pøedchozích odstavcù. De�nici tøídy doublet ponecháme
beze zmìny.

class doublet // definice tøídy doublet
{ // obsahující funkèní hodnotu

// a hodnotu smìrové derivace
public:

double v; // funkèní hodnota v_i
double vdot; // hodnota derivace v_i s teèkou

};

Pozmìníme ale de�nici tøídyelement, a to takto:

class element // definice tøídy element
{ // obsahující informace o elementární operaci

public:
doublet v; // funkèní hodnota - typ doublet!
doublet vbar; // hodnota derivace - typ doublet!
int opcode; // typ elementární operace
element *arg1; // odkaz na první argument
element *arg2; // odkaz na druhý argument

};

Slo¾kyv a vbar nejsou nyní typu double, ale doublet , obsahují tedy kromì
funkèních hodnot také derivaci ve smìru _x. Pøesnìji øeèeno,

� slo¾kav.v obsahuje funkèní hodnotuv,

� slo¾kav.vdot obsahuje hodnotu smìrové derivace _v,

� slo¾kavbar.v obsahuje hodnotu derivace �v,
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� slo¾kavbar.vdot obsahuje hodnotu druhé derivace_�v.

Proto je nutné pøede�novat nìkteré inicializaèní a naopak pøístupové (expor-
tovací) funkce, napøíkladvalue nebo barvalue , které nyní budou vracet hodnotu
typu doublet . Do balíku s pomocnými de�nicemi a funkcemi pøidáme také pøetí¾ené
funkce pro typ doublet .

Jednotlivé slo¾ky promìnnév typu element lze po dokonèení výpoètu pøíslu¹né
hodnoty interpretovat takto.

value(value(v)) = v
dotvalue(value(v)) = _v
value(barvalue(v)) = �v
dotvalue(barvalue(v)) = _�v

Funkce reverse sweepbude díky pøetí¾ení operátorù a funkcí obsahovat napøí-
klad pro funkci sinus stejné pøíkazy jako v implementaci zpìtného módu, tedy

case sinv:
deriv = cos (traceptr->arg1->v);
traceptr->arg1->vbar += traceptr->vbar * deriv;

break;

Slo¾kyv, vbar a deriv jsou zde ov¹em typu doublet . Operace s nimi jsou
pøetí¾ené a díky tomu provádí procedurareverse sweepvýpoèet druhé derivace,
jak je popsáno v kapitole 1.5.

Pokud by slo¾kavdot promìnné typu doublet byla vektor (pole) délky p, lze
tak vyhodnotit p øádkù Hessovy matice zároveò, tedy napøíklad celou Hessovuma-
tici. Pøi této modi�kaci bychom museli pøepsat de�nice pøetì¾ujících funkcí pro typ
doublet , stejnì jako inicializaèní, pøístupové, vstupní a výstupní funkce.

Tøetí a vy¹¹í derivace

Automatické derivování je mo¾né pou¾ít i pro výpoèet tøetích nebo vy¹¹ích deri-
vací. Letmo se proto o nich zmíníme, i kdy¾ se tyto vy¹¹í derivace v praxi pøíli¹
nepou¾ívají.

Napøíklad, tøetí derivaci lze získat aplikaci zpìtného, nanìj pøímého a je¹tì
jednou pøímého módu na zadaný program. Podobnì lze vnoøovati vý¹e uvedené
datové typy.

Napøíklad pro zmínìnou tøetí derivaci mù¾eme de�novat typtriplet jako

class triplet
{

public:
double v;
double vdot;
double vdotdot;

};
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Pou¾ijeme-li tento typ triplet (anebo je¹tì obecnìj¹í typy) v de�nici typu
element

class element // definice tøídy element
{ // obsahující informace o elementární operaci

public:
triplet v; // funkèní hodnota - typ triplet!
triplet vbar; // hodnota derivace - typ triplet!
int opcode; // typ elementární operace
element *arg1; // odkaz na první argument
element *arg2; // odkaz na druhý argument

};

pak díky zpìtnému módu získáme hodnoty tøetích (pøípadnì vy¹¹ích) derivací.
Pøíslu¹né de�nice pøetí¾ených operací je pøitom nutné nade�novat podobným zpù-
sobem jako vý¹e.

1.6.2 Pou¾ití preprocesoru

Implementaci automatického derivování je kromì techniky pøetí¾ení operátorù a
funkcí mo¾né provést i jiným zpùsobem, napøíklad pou¾itímpreprocesoru("pre-
processing", "pøedzpracování"). Této mo¾nosti je výhodnépou¾ít, pokud programo-
vací jazyk transfromovaného programu nepodporuje pøetí¾ení operátorù a funkcí,
napøíklad Fortran 77. O této mo¾nosti se zmíníme v následujících odstavcích.

Preprocesor je program, jeho¾ vstupem je program v urèitém programovacím
jazyce a výstupem je program ve stejném programovacím jazyce, který byl nìjakým
zpùsobem pozmìnìn. V na¹em pøípadì bude program na spoèteníhodnot y = f (x)
zmìnìn na program, který bude navíc poèítat i derivace funkce f v bodì x. Pre-
procesor analyzuje zdrojový program øádek po øádku, pøiøazovací pøíkazy rozlo¾í
na jednotlivé elementární funkce a podle nich vkládá pøíslu¹né operace, aby nový
program poèítal také derivace (v pøímém módu napøíklad vkládá sdru¾ené operace).
Tento výsledek ulo¾í do vznikajícího souboru (programu). Jinak øeèeno, výpoèet de-
rivace je fyzicky vlo¾en preprocesorem do pùvodního programu. Programovací jazyk,
ve kterém je program na vyhodnocení funkcef napsaný, mù¾e tedy být jakýkoliv
bì¾ný programovací jazyk.

Preprocesoru je nutné pøi jeho zavolání sdìlit oznaèení nezávislých a závislých
promìnných, jaké derivace po¾adujeme a pokud mo¾no i mód automatického derivo-
vání, který má pou¾ít. Tyto údaje je mo¾né zadat nìjakým dohodnutým zpùsobem
pøímo v tìle programu nebo v jiném (parametrickém) souboru (a nemusíme tedy
zasahovat do pùvodního programu).

V následujícím odstavci popí¹eme zpùsob implementace zpìtného módu auto-
matického derivování, který pou¾ívá preprocesor, nicménìje podobný implementaci
pomocí pøetí¾ení, odkud jsme ale pøetì¾ování odstranili. Tato technika je pou¾ita
pøi implementaci automatického derivování do systému UFO,jak bude popsáno
v kapitole 3. Systém UFO je naprogramován v jazyce Fortran 77, proto pro popis
implementace pou¾ijeme tento jazyk. Navíc je Fortran 77 v numerické matematice
velmi oblíbený a ro¹íøený.
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1.6.3 Implementace zpìtného módu ve Fortranu 77

Nìkteré programovací jazyky neumo¾òují pracovat s ukazateli nebo de�novat nové
typy promìnných. Proto popí¹eme modi�kaci implementace automatického derivo-
vání z pøedchozího odstavce 1.6.1, která tyto vlastnosti obejde. Opìt tedy budeme
zaznamenávat jednotlivé provádìné základní operace a informace o nich ukládat do
dlouhého pole, kterým na závìr projdeme odzadu a provedeme pøíslu¹né pøidru¾ené
operace. Jak jsme ji¾ zmínili, uvedené ukázky jsou napsané vprogramovacím jazyce
Fortran 77.

Tøída element obsahuje pìt slo¾ek, a tov, vbar , opcode, arg1 a arg2. Pole
trace tìchto elementù nahradíme pìti samostatnými poli V, VBAR, OPCODE, ARG1
a ARG2typu REAL, REAL, INTEGER, INTEGERa INTEGER(ve tomté¾ poøadí), ve kte-
rých budeme uchovávat stejné hodnoty jako v jednotlivých slo¾kách promìnné typu
element v poli trace . Neboli, k-tý prvek v poli trace má stejné hodnoty slo¾ek
jako k-té prvky polí V, VBAR, OPCODE, ARG1a ARG2.

Pro odkaz na konkrétní provedenou základní funkci' k (a s ní související údaje)
budeme namísto promìnné typuredouble pou¾ívatindex polí5. Proto v polích ARG1
a ARG2budeme uchovávat právì index na prvky polí s argumenty pøíslu¹né základní
funkce.

Pole budeme deklarovat takto.

PARAMETER (LNGARR = 1000)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)
INTEGER INDARR

Konstanta LNGARR(délka polí) je nìjaké velké èíslo, které má stejný význam jako
hodnota VelkéÈíslo na stranì 34. Pokud bychom provádìli více základních operací
ne¾LNGARR, je potøeba tuto hodnotu zvìt¹it a spustit odvozený programznovu.
Promìnná INDARRznamená index prvku v polích, kam budeme zapisovat následující
provádìnou základní operaci.

Zavedeme konstanty, podle kterých rozeznáme, jakou základní funkci jsme volali.

PARAMETER (EMPV = 0, CONV = 1, INDV = 2, BPLUSV = 10,
* BMINUV = 20, BMULTV = 30, RECIPV = 40, ...
* EXPV = 50, LNV = 51, SINV = 60, ...)

Pøede�nujeme v¹echny elementární operace, aby jejich argumenty byly indexy
polí (kde jsou ulo¾eny hodnoty argumentù atd.) a aby vracelyindex polí, pod
kterým zaznamenaly své zavolání vèetnì výsledné funkèní hodnoty. Takto pozmì-
nìné funkce pøejmenujeme, napøíklad funkceSIN bude novì SING. Pole V, VBAR,
OPCODE, ARG1, ARG2se záznamy o provedených základních operacích, spolu s pro-
mìnnou INDARR, budeme tìmto funkcím pøedávat pomocí parametrù, pøípadnìje
lze také pøedávat pomocí tzv.COMMONpromìnných, jak bude ukázáno v kapitole 3.

Pøede�nované operace sinus a násobení mohou vypadat napøíklad tímto zpùso-
bem:

5V¹echny hodnoty v polích, které jsou pøíslu¹né jedné operaci, mají stejný index.
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INTEGER FUNCTION SING (IARG1,
* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)

REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = SIN (V(IARG1)) ! výpoèet hodnoty elementární fu nkce
VBAR(INDARR) = 0.0 ! vynulování slo¾ky vbar, kam se bude

! nasèítávat derivace
OPCODE(INDARR) = SINV ! ulo¾ení identifikace této elementá rní operace
ARG1(INDARR) = IARG1 ! ulo¾ení argumentu této elementární operace
SING = INDARR ! index této elementární operace
INDARR = INDARR + 1 ! posun na dal¹í prvek v poli

END

INTEGER FUNCTION BMULTG (IARG1, IARG2,
* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)

REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = V(IARG1) * V(IARG2) ! výpoèet hodnoty elementár ní funkce
VBAR(INDARR) = 0.0 ! vynulování slo¾ky vbar, kam se bude

! nasèítávat derivace
OPCODE(INDARR) = BMULTV ! ulo¾ení identifikace této elementární operace
ARG1(INDARR) = IARG1 ! ulo¾ení prvního argumentu této elem. operace
ARG2(INDARR) = IARG2 ! ulo¾ení druhého argumentu této elem.operace
BMULTG = INDARR ! index této elementární operace
INDARR = INDARR + 1 ! posun na dal¹í prvek v poli

END

Pro binární operace nade�nujeme je¹tì funkce, kdy jeden z argumentù je kon-
stanta nezávislá na nezávislých promìnných. Mohli bychom v¹ak postupovat i jinak,
kdy bychom konstantu zaznamenali do polí jako konstantu a pak provedli þfunkci
pro dva indexy políÿ, napøíkladBMULTG.

V¹echna volání základních funkcí tedy musí být v pùvodním programu nahrazena
voláním modi�kovaných funkcí, které jsme právì zmínili.

V¹echny nezávislé promìnné, závislé promìnné a promìnné, které závisí na nezá-
vislých a ovlivòují závislé, pøedeklarujeme na typINTEGER, neboli index prvkù polí,
ve kterých o nich budou uschovávány informace.

Hodnoty nezávislých promìnných je nutné pøed zaèátkem výpoètu dosadit do
polí, spolu se v¹emi pøíslu¹nými údaji. K tomu se hodí funkceMKINDP.

INTEGER FUNCTION MKINDP (VALUE,
* V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)

REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)

V(INDARR) = VALUE ! pøiøazení hodnoty nezávislé promìnné
VBAR(INDARR) = 0.0 ! vynulování slo¾ky vbar, kam se bude

! nasèítávat derivace
OPCODE(INDARR) = INDV ! ulo¾ení identifikace této elementá rní operace
MKINDP = INDARR ! index této elementární operace
INDARR = INDARR + 1 ! posun na dal¹í prvek v poli
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END

Nejpozdìji po dokonèení vyhodnocení funkcef v bodì x je potøeba pøiøadit
hodnoty vah yi na správná místa v poliVBAR, aby se mohla spustit subrutina (pod-
program) RVRSWPpro zpìtný prùchod poli a vypoètení v¹ech pøidru¾ených hodnot.
Subrutina RVRSWPmù¾e mít napøíklad následující podobu.

SUBROUTINE RVRSWP (V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR)
REAL V(LNGARR), VBAR(LNGARR)
INTEGER OPCODE(LNGARR), ARG1(LNGARR), AGR2(LNGARR)
REAL DERIV
INTEGER I

DO 999, I = INDARR-1, 1, -1 // cyklus pøes v¹echny provedené
// elementární operace
// od poslední k první
// (polem trace odzadu dopøedu)

IF(OPCODE(I) .EQ. CONV) THEN // podle provedené elementární operace
. // rozli¹íme výpoèet derivace
.
.

ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. BMULTV) THEN // elementární operacebyla násobení
VBAR(ARG1(I)) = VBAR(ARG1(I)) + VBAR(I) * V(ARG2(I))

// postupné naèítání hodnot derivací
VBAR(ARG2(I)) = VBAR(ARG2(I)) + VBAR(I) * V(ARG1(I))

// postupné naèítání hodnot derivací
.
.
.

ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. SINV) THEN // elementární operace byla sinus
DERIV = COS (V(ARG1(I)))
VBAR(ARG1(I)) = VBAR(ARG1(I)) + VBAR(I) * DERIV // postupné naèítání

// hodnot derivací
ELSE IF(OPCODE(I) .EQ. COSV) THEN

.

.

.
END IF

999 CONTINUE
END

Po jejím provedení jsou ji¾ v prvcích poleVBARpøíslu¹ejících nezávislým promìn-
ným spoètené hodnoty po¾adovaných derivací.

Øídící sekvence (podmínky, cykly atd.) se právì popsanou transformací nemìní,
s výjimkou zmìny názvu promìnných, napøíkladABCje potøeba zmìnit naV(ABC).
Pokud se v programu pro vyhodnocení funkcef pou¾ívají nìjaké podprogramy,
je nutné je upravit analogickým zpùsobem, vèetnì jejich parametrù. Kdybychom
po¾adovali vyèísleníq gradientù najednou, zmìníme poleVBARna q-rozmìrné a
zøejmým zpùsobem upravíme související funkce, zejménaRVRSWP.

Implementaci výpoètu druhých derivací pomocí Fortranu 77 podrobnì popí-
¹eme v kapitole 3, která se zabývá implementací automatického derivování do sys-
tému UFO.
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1.7 Slo¾itost odvozeného programu

Èas potøebný pro vyhodnocení derivací pomocí programù vygenerovaných automa-
tickým derivováním lze shora odhadnout malým násobkem èasupotøebného pro
výpoèet hodnoty derivované funkcef (x). Pro tyto odhady je potøebné uva¾ovat
nìkolik pøedpokladù, které v¹ak nejsou pøíli¹ omezující. Napøíklad je nutné pøed-
pokládat, ¾e práce potøebná na vykonání ztransformované operace je stejnomìrnì
omezená násobkem práce potøebné na vykonání pùvodní (neztransformované) ope-
race atd.

V tabulce 1.1 jsou uvedeny odhady, které za tìchto pøedpokladù platí pro funkci
f : Rn ! Rm . Numerické hodnoty uvedené v tabulce jsou odvozené napøíklad v [5].

Chceme-li si zde pøiblí¾it anebo alespoò zhruba odvodit hodnoty z této ta-
bulky 1.1, uva¾ujme pro pøímý mód napøíklad operaci sin(x). Ta se ztransformuje
na cos(x) � _x. K jedné operaci sin(x) jsme pøidali dvì nové operace, a to cos(x) a
násobení, co¾ odpovídá! F = 1 + 2. Ve zpìtném módu se y = sin( x) ztransfomuje
na �x = �x + �y � cos(x), které pøibli¾nì odpovídá! R = 1:5 + 2:5.

Pokud je Jacobiho nebo Hessova matice øídká, lze odvodit efektivnìj¹í techniky
výpoètu derivací a tedy výraznì lep¹í odhady slo¾itosti výpoètu derivací.

První derivace { pøímý mód (smìrové derivace)
T IME (f 0(x)� _x)

T IME (f (x)) � ! F kde pro jeden smìr _x je ! F = 3
pro p smìrù _x zároveò je ! F = 1 + 2 p

První derivace { zpìtný mód (gradienty)
T IME (�y�f 0(x))

T IME (f (x)) � ! R kde pro jeden váhový vektor �y je ! R = 4
pro q váhových vektorù �y zároveò je ! R = 1:5 + 2:5q

Druhé derivace { zpìtný a pøímý mód (smìrové derivace gradientù)
T IME (�y�f 00(x)� _x)

T IME (f (x)) � ! RF kde pro jeden smìr _x je ! RF = 12
pro p smìrù _x zároveò je ! RF = 6 + 6 p

Tabulka 1.1: Odhady slo¾itosti výpoètu derivací pomocí programù získaných auto-
matickým derivováním.
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Kapitola 2

Systém UFO

Jedním z úkolù této disertaèní práce bylo implementovat automatické derivování do
systému UFO, který slou¾í pro optimalizaci funkcí. V této kapitole tedy systém UFO
struènì popí¹eme.

2.1 Struèný popis systému UFO

Èást 2.1 této kapitoly, ve které uvedeme struèný popis systému UFO, vychází z tech-
nické zprávy [18], která systém UFO podrobnì dokumentuje.

2.1.1 Základní vlastnosti systému UFO

Interaktivní systém UFO (Universal Functional Optimization system), který slou¾í
pro optimalizaci funkcí, byl vyvinut v Ústavu informatiky A kademie vìd Èeské re-
publiky. Bli¾¹í informace o tomto systému lze získat na internetové adresehttp://
www.cs.cas.cz/~luksan/ufo.html . Z této adresy je také mo¾né stáhnout volnì

¹iøitelnou verzi tohoto systému. Podrobný popis tohoto systému je uveden v [18].
Systém UFO je mo¾né pou¾ít pro

� formulaci a øe¹ení konkrétních optimalizaèních problémù (úloh);

� pøípravu speciálních optimalizaèních metod zalo¾ených nametodách ji¾ naim-
plementovaných;

� návrh a testování nových optimalizaèních metod.

Nejobecnìj¹í problém, který lze systémem UFO øe¹it, je (lokální i globální) mi-
nimalizace funkceF : Rn ! R na mno¾inìX � Rn . Tvar této funkce je mo¾né
blí¾e speci�kovat, napøíklad jako souèet mocnin hodnotjf k(x)j, maximum z hodnot
jf k(x)j atd. Mno¾inuX lze zvolit jako X = Rn nebo je mo¾né ji charakterizovat
jako podmno¾inuRn pomocí vazbových podmínek (rovnic a nerovnic) s lineárními
i nelineárními (hladkými) funkcemi.

Díky modulární struktuøe systému UFO je mo¾né pou¾ít celou øadu optimali-
zaèních metod, které lze sestavit na základì zadaných po¾adavkù. Základní tøídy
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implementovaných metod jsou napøíklad metody s promìnnou metrikou nebo me-
tody Newtonova typu. Konkrétní metoda je urèena speci�kacídal¹ích parametrù
(napøíklad smìr a délka kroku).

Øe¹ení optimalizaèního problému probíhá ve ètyøech fázích.

1. Speci�kace optimalizaèního problému a výbìr metody. Tyto údaje se popí¹í
pomocí øídícího jazyka systému UFO (UFO CL, UFO control language) ve
vstupním souboru. O tomto jazyce se zmíníme pozdìji. Vstupní soubor (má
pøíponuUFO) buï napí¹e u¾ivatel, nebo je vytvoøen pomocí dialogového módu,
tj. na základì otázek systému a odpovìdí u¾ivatele (v tom pøípadì u¾ivatel
nemusí vùbec tu¹it, ¾e UFO CL a vstupní soubor existuje).

2. Vstupní soubor se zpracuje UFO preprocesorem. Podle uvedených po¾adavkù
vzniká øídící program ve Fortranu 77, který bude øe¹it zadaný problém pomocí
speci�kovaných metod.

3. Tento vygenerovaný program je pomocí pøekladaèe Fortranu 77 pøelo¾en a
slinkován (spojen) s knihovními podprogramy.

4. Pøipravený program je spu¹tìn a jeho prùbìhem získáváme øe¹ení na¹eho op-
timalizaèního problému.

Toto zpracování je mo¾né provést zavoláním nìkolika dávkových souborù anebo
pøímo z integrovaného vývojového prostøedí, které bylo prosystém UFO vytvoøeno.

Proto¾e systém UFO je naprogramován v jazyce Fortran 77, lzeho pøelo¾it a
pou¾ívat napøíklad i pod operaèními systémy typu UNIX.

Máme mo¾nost zjistit mno¾ství zajímavých údajù a hodnot získaných bìhem øe-
¹ení zadaného optimalizaèního problému { napøíklad hodnoty nezávislých promìn-
ných, funkèních hodnot, gradientu, smìru atd., a to nejenomkoneèné výsledky, ale
i hodnoty získané bìhem jednotlivých iterací. Tato data lzeznázornit na monitoru
v textové nebo gra�cké podobì nebo je lze ulo¾it do textovéhosouboru (standardní
pøípona jeOUT). Speci�kace po¾adovaného výstupu je uvedena ve vstupním souboru.

2.1.2 Pøíklad

Pro ilustraci uká¾eme jednoduchý pøíklad. Chceme lokálnì minimalizovat
Rosenbrockovu funkci

F (x) = 100(x2
1 � x2)2 + ( x1 � 1)2;

pøièem¾ poèáteèní bod pro hledání øe¹ení ("nultá iterace")nech» jex = ( � 1:2; 1:0).
Pøipravíme vstupní souborP.UFO, který bude obsahovat

$SET(INPUT)
X(1)=-1.2D0; X(2)=1.0DO

$ENDSET
$SET(FMODELF)

FF = 1.0D2*(X(1)**2-X(2))**2+(X(1)-1.0DO)**2
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$ENDSET
$NF=2
$NOUT=1
$BATCH
$STANDARD

Tím jsme nastavili poèáteèní bod (INPUT), minimalizovanou funkci (FMODELF) a
speci�kovali jsme tvar výstupu (NOUT).1 Zpracujeme-li tento soubor systémem UFO,
dostáváme souborP.OUTs po¾adovanými výsledky:

0 NIT= 43 NFV=147 NFG= 0 NDC= 0 NCG= 0 F= .233D-15 G= .164D-07
FF= .2333078060D-15
X= .9999999847D+00 .9999999694D+00
TIME= 0:00:00.66

V bodì X bylo nalezeno lokální minimum s funkèní hodnotouFF. Celkový poèet
provedených iterací jeNIT, poèet vyhodnocení funkèní hodnotyFF je NFV, poèet
vyhodnocení její derivace jeNFGatd. Volbu metody, jakou byl ná¹ problém vyøe¹en,
provedl systém automaticky, proto¾e jsme ¾ádnou ve vstupním souboru nespeci�ko-
vali. Podrobnìj¹í popis výstupù ze systému UFO je uveden v [18].

2.1.3 ©ablony a moduly

Velké mno¾ství variant implementovaných metod je mo¾né díky struktuøe systému
UFO zalo¾ené na modulech. Tyto moduly se obvykle skládají zedvou èástí { ze ¹ab-
lony napojení (interface template) a vlastního kódu ve Fortranu 77. ©ablonu pou¾ívá
pouze UFO preprocesor, který pomocí ní generuje výsledný program øe¹ící zadaný
optimalizaèní problém. ©ablona zajistí správné volání vlastního kódu (druhá souèást
modulu), kterým modul provede to, co má. Mimo tyto ¹ablony, které jsou souèástí
modulù, existují i speciální ¹ablony, které øídí bìh UFO preprocesoru. Jednou z nich
je napøíklad souborUZDCLP.Inebo vstupní soubor s popisem øe¹eného optimali-
zaèního problému. V ¹ablonách jsou také ulo¾eny informace pro automatický výbìr
optimalizaèní metody.

2.1.4 Øídící jazyk systému UFO, makropromìnné

Nyní blí¾e popí¹eme vstupní soubor, øídící jazyk systému UFO (ve kterém je vstupní
soubor napsán), a zpracování vstupního souboru UFO preprocesorem. Øídící jazyk
systému UFO obsahuje ètyøi typy instrukcí: pøíkazy Fortranu 77, pøíkazy Fortranu 77
obsahující makropromìnné, instrukce øídící UFO preprocesor (mohou obsahovat
makropromìnné) a speciální makroinstrukce (substituce).

Makropromìnné jsou v systému UFO velmi podstatné. Jsou typutextový øetìzec
a jejich jméno v¾dy zaèíná znakem$. Hlavní význam makropromìnných je v substi-
tuci jejich hodnot v pøíkazech Fortranu nebo v øídících pøíkazech UFO CL. Pøiøazení
hodnoty do makropromìnné provedeme pøíkazem$JMÉNOMAKROPROMÌNNÉ='hodnota'.

1Podrobnìj¹í popis vstupního souboru systému UFO je uveden na stranì 50.
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Pokud hodnota je èíslo, není nutné pou¾ívat uvozovky. Napøíklad pøiøadíme-li
$HESF='D', $TYPE='L', $DECOMP='G'a $NUMBER=1, pak se z výrazu
CALL UD$HESF$TYPE$DECOMP$NUMBERpo zpracování UFO preprocesorem díky sub-
stituci stane CALL UDDLG1. Jiný zpùsob, jak nastavit hodnotu makropromìnné, je
následující posloupnost pøíkazù

$SET(JMÉNOMAKROPROMÌNNÉ)
hodnota_makropromìnné

$ENDSET

Hodnota hodnota makropromìnnénemusí být pouze jeden øádek, mù¾e jich obsa-
hovat libovolnì mnoho. Tento zpùsob se hodí zejména pøi vkládání nìkolika pøíkazù
Fortranu. Hodnoty makropromìnných lze mìnit pomocí instrukcí jazyka UFO CL.

Obecnì øeèeno, pomocí instrukcí jazyka UFO CL je mo¾né napøíklad de�novat
a mìnit hodnoty makropromìnných, vkládat dal¹í soubory (se souèasným prove-
dením nebo neprovedením jejich zpracování UFO preprocesorem), vìtvit prùbìh
zpracování a provádìt cykly (i zde se napøíklad jako øídící promìnná cyklu pou¾ívá
makropromìnná). Dal¹ími instrukcemi jsou speciální substituce, které ovlivòují bìh
UFO preprocesoru. Jedná se napøíklad o instrukce$BATCH, $METHOD, $STANDARDatd.
Napøíklad uvedení instrukce$METHODzpùsobí vygenerování optimalizaèní metody
(vlastnì slo¾ení z jednotlivých modulù) podle pøedem speci�kovaných po¾adavkù.
Instrukce $STANDARDprovede sestavení programu se (zhruba øeèeno) deklaracemia
inicializací promìnných, vlastní výpoèet sestavenou metodou a vypsáním získaných
výsledkù. Pro úplnost dodejme, ¾e ka¾dá instrukce zaèíná znakem $.

UFO preprocesor je zalo¾en na interpretru BEL (Batch EditorLanguage), který
byl vyvinut jako souèást systému UFO. BEL je urèen hlavnì prodávkové zpracování
textù (programù, tiskových výstupù atd.). Jeho hlavní pøíkazy jsou buï øídící in-
strukce (podmínka, cyklus, operace s makropromìnnými atd.) nebo substituce hod-
not makropromìnných. Vidíme tedy, ¾e nìkteré øídící pøíkazy UFO CL jsou vlastnì
øídícími pøíkazy BELu. Jeho podrobnìj¹í popis je uveden v [18].

Vrátíme-li se nyní k pøíkladu na stranì 48, je ji¾ témìø celý jasný. Makro-
promìnnou $INPUTspeci�kujeme poèáteèní hodnoty promìnnéx, makropromìnná
$FMODELFde�nuje postup pro výpoèet optimalizované funkce. Kdybychom speci�-
kovali hodnoty makropromìnných $GMODELFa $HMODELFjako postup výpoètu gradi-
entu a Hessovy matice optimalizované funkce, pou¾il by se pro jejich výpoèet tento
pøedpis. Tyto makropromìnné jsme ale nezadali, tak¾e se gradient i Hessova matice
spoète numericky pomocí pomìrných diferencí. Makropromìnná $NFurèuje poèet
nezávislých promìnných a$NOUTpodrobnosti výstupu spoètených hodnot. Instrukce
$BATCHzpùsobí, ¾e se nebude volat dialogový mód, a$STANDARDvytvoøí program
ve Fortranu, který bude øe¹it ná¹ optimalizaèní problém.

V tomto vstupním souboru jsme neurèili, jaká metoda se má pou¾ít. Byla tedy
systémem vybrána automaticky podle údajù o metodách, kteréjsou ulo¾eny v ¹ab-
lonách. Metodu, kterou chceme pou¾ít, speci�kujeme volbouhodnot makropromìn-
ných $CLASS, $TYPE, $DECOMP, $NUMBERa $UPDATE.
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2.1.5 Oznaèení funkcí

V¹echny funkce, které souvisí s øe¹eným optimalizaèním problémem2, se zadávají
pomocí makropromìnných, jejich¾ jméno se skládá ze tøí èástí. První èást je nìkteré
z písmenF, G, D, H nebo jejich kombinace (FG, FD, GD, FGDnebo FGH). PísmenoF
znamená hodnotu funkce,Ggradient vzhledem k základním promìnných,D gradi-
ent vzhledem k stavovým promìnným aH Hessovu matici vzhledem k základním
promìnným. Kombinace tìchto písmen znamená, ¾e jsou zadánypøíslu¹né funkce
zároveò. Druhá èást jména makropromìnné je v¾dyMODEL. Tøetí èást je jedno z pís-
men F, A, C, E, Y, navíc ka¾dé z nich (kromìF) mù¾e být následováno písmenemS.
Podle tohoto jednoho (dvou) písmen speci�kujeme, jakou funkci (pøípadnì její deri-
vace) zadáváme.F znamená minimalizovanou (modelovou) funkci,Cznamená funkci
z vazbových podmínek atd. Pokud na konci jména makropromìnné není písmenoS,
zadáváme pøíslu¹nou funkci pro konkrétní index, jinak zadáváme funkce pro v¹echny
indexy najednou. Libovolné kombinace první, druhé a tøetí èásti jména makropro-
mìnné nejsou mo¾né. Jména makropromìnných, které lze z tìchto tøí èásti slo¾it,
vèetnì dal¹ích podrobností jsou uvedeny v [18]. Napøíklad,obsah makropromìnné
FGMODELFurèuje výpoèet hodnoty optimalizované funkce a její první derivace. Ze
jmen makropromìnných také vyplývá, jaké je oznaèení závislých a nezávislých pro-
mìnných funkcí, které jsou tìmito makropromìnnými de�nová ny.

Jak ji¾ víme, systém UFO pou¾ívá ke svým výpoètùm také hodnoty derivací
funkcí. Ty je mo¾né zadat analyticky pomocí makropromìnných, které jsme po-
psali v pøedchozím odstavci (napøíklad makropromìnnouFGMODELF), nebo jsou je-
jich aproximace poèítány pomocí pomìrných diferencí (viz makropromìnná $MCG).

Jeden z úkolù této disertaèní práce bylo implementovat automatické derivování
do systému UFO jako dal¹í zpùsob výpoètu derivací funkcí. Automatickou trans-
formaci výpoètu hodnot funkce na výpoèet hodnoty funkce a její derivace bude
provádìt BEL preprocesor. V dal¹í kapitole tuto implementaci detailnì popí¹eme.

2Jedná se napøíklad o minimalizovanou (maximalizovanou) funkci, funkce urèující vazbové pod-
mínky atd.
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Kapitola 3

Automatické derivování
v systému UFO

Jedním z úkolù této disertaèní práce byla implementace automatického derivování do
systému UFO jako dal¹í zpùsob výpoètu derivací funkcí. V následujících odstavcích
popí¹eme detaily této implementace.

3.1 Vyvolání automatického derivování
v systému UFO

Pomocí automatického derivování je mo¾né v systému UFO poèítat hodnoty prv-
ních nebo druhých derivací funkcí, které jsou zadány makropromìnnými FMODELF,
FMODELAneboFMODELC.

Zadáním jedné z následujících hodnot do promìnné$IADF se urèuje, zda se
má pou¾ít automatické derivování pro výpoèet hodnoty derivace funkceFF v pro-
mìnné FMODELF:

� $IADF=0 (defaultní hodnota)
Derivace funkceFF zadané vFMODELFse nepoèítají pomocí automatického
derivování.

� $IADF=1
První derivace funkceFFzadané promìnnouFMODELFse poèítají pomocí zpìt-
ného módu automatického derivování. Je vytvoøena promìnnáFGMODELFs vý-
poètem hodnoty funkceFF a jejího gradientu GF. Promìnná FMODELFje poté
zru¹ena.

� $IADF=2
Druhé derivace funkceFFzadané promìnnouFMODELFse poèítají pomocí zpìt-
ného a pøímého módu automatického derivování. Jsou vytvoøeny promìnné
FGMODELF(s výpoètem hodnoty funkceFF a jejího gradientu GF{ pomocí
zpìtného módu) a promìnná HMODELF(s výpoètem hodnoty funkceFF, jejího
gradientu GFa její Hessovy maticeHF{ pomocí zpìtného módu a následnou
aplikací pøímého módu). Pak je promìnnáFMODELFzru¹ena.
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Vyvolání automatického derivování pro funkce de�nované promìnnými FMODELA,
resp.FMODELCse provádí analogicky jako pro promìnnouFMODELF, li¹í se v¹ak jméno
promìnné urèující po¾adovanou transformaci: místo promìnné $IADF se pou¾ívá
$IADA, resp.$IADC.

V rámci jednoho vstupního souboru je mo¾né nezávisle kombinovat hodnoty
promìnných $IADF, $IADAa $IADC, napøíklad$IADA=2, $IADC=1atp.

3.2 Omezení pøi pou¾ití automatického derivování
v systému UFO

Jak ji¾ víme z pøedchozích kapitol, transformace promìnnéFMODELF, FMODELAnebo
FMODELCpomocí automatického derivování je transformace programu, nebo jeho
èásti. Aby implementace automatického derivování v systému UFO nebyla pøíli¹
komplikovaná, polo¾ili jsme jistá omezení na obsah tìchto promìnných FMODELF,
FMODELAa FMODELC, tj. na výpoèet hodnot FF, FAa FC:

� ve výpoètu je zakázáno volání subroutin a funkcí, kromì standardních funkcí
Fortranu. (Toto omezení neplatí, máme-li k dispozici navíci subroutinu nebo
funkci s vypoètem derivace podle konvencí popsaných v dal¹ím odstavci. V tom
pøípadì je mo¾né u¾ivatelsky de�nované subroutiny nebo funkce ve výpoètu
pou¾ít.)

� pokud se ve výpoètu pou¾ívá pole (de�nované napøíkladREAL*8 W(100)) a
jeho hodnoty jsou závislé na nezávislých promìnnýchX() , pak je tøeba "ruènì"
deklarovat poleINTEGER IADW(100), tj. pole, jeho¾ jméno je slo¾ením øetìzce
IAD a jména pùvodního pole. Toto novì de�nované pole je typuINTEGERa
má stejnou velikost jako pùvodní pole. Toto nové pole bude obsahovat indexy
do pole, kde jsou zaznamenávány v¹echny provádìné operace.

� ve jménu promìnné nemù¾e být obsa¾ena èíslice

� v pøíkazuIF a ELSEIF:

{ lze porovnávat pouze èísla a promìnné, ¾ádné výrazy nelze v podmínkách
pou¾ít,

{ není mo¾né pou¾ívat mezery (napøíklad, není mo¾né pou¾ít podmínku IF
(A .LT. B) C=D+1 , lze v¹ak pou¾ít podmínkuIF(A.LT.B)C=D+1 ,

{ indexy polí a argumenty funkcí se netransformují, jsou pouze pøekopíro-
vány. Toto omezení se týká pouze podmínky, nikoliv pøíkazu provádìného,
kdy¾ je podmínka splnìna.

� v pøíkazu pøiøazení:

{ na rozdíl od pøíkazuIF a ELSEIF, mezery v pøíkazu pøiøazení mohou být
obsa¾eny,
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{ "iteraèní pøiøazení" (napøíkladF=F*X(I) ) s promìnnými, které jsou zá-
vislé na nezávislých promìnnýchX() , je nutné pøeformulovat za pou¾ití
cyklu a novì nade�novaného pole, napøíkladW(I+1)=W(I)*X(I) .

� nelze pou¾ít tzv. "computed goto statement", tj. pøíkaz
GO TO(label1, label2, . . . labelN) INTEGER-EXPRESSION

Jak vidíme, tyto pøedpoklady na zápis výpoètu funkcíFF, FAa FCv makropro-
mìnných FMODELF, FMODELAa FMODELCnejsou pøíli¹ omezující.

3.3 Základní principy implementace
automatického derivování v systému UFO

V tomto a následujícím odstavci popí¹eme základní principyimplementace automa-
tického derivování pro promìnnouFMODELF. Pro promìnné FMODELAa FMODELCje
postup implementace úplnì analogický.

V¹echny popsané transformace automatickým derivováním probíhají na úplném
zaèátku zpracování vstupního souboru*.UFOsystémem UFO.

Jak ji¾ víme z odstavce 3.1, pøi zadání hodnoty 1 nebo 2 do promìnné $IADF
dojde k vytvoøení promìnnéFGMODELF(a pro $IADF=2 také k vytvoøení promìnné
HMODELF) a smazání promìnnéFMODELF.

Do promìnné FGMODELFse pøitom ulo¾í postup výpoètu hodnoty funkceFF a
jejího gradientu GFpomocí zpìtného módu automatického derivování. Pou¾íváme
zpìtný mód, proto¾e v promìnnéFMODELFse poèítá skalární hodnotaFF a pro
výpoèet jejího gradientu je zpìtný mód výhodnìj¹í.

Promìnnou FGMODELFzískáme z promìnnéFMODELFnásledujícícím zpùsobem.
Struènì øeèeno, v¹echny výpoèty a pøiøazení ztransformujeme, aby se kromì prove-
dení tohoto výpoètu a pøiøazení zaznamenala provedená operace spoleènì s argu-
menty do polí, kterými ve druhé èásti výpoètu projdeme odzadu a vykonáme pat-
øièné operace pro výpoèet derivace. Pøednastavené délky tìchto polí jsou$NADARR=
1000. Je-li potøeba tato hodnota zvìt¹it, vlo¾íme do vstupního souboru øádek, na
kterém pøiøadíme potøebnou hodnotu, napøíklad$NADARR=2000.

Pro promìnnou HMODELFplatí vý¹e uvedená fakta analogicky jako pro promìnnou
FGMODELF, ale výpoèet derivace probíhá pomocí aplikace nejprve zpìtného módu a
následnì pøímého módu.

Konkrétní ukázky pøíslu¹ných de�nic promìnných a subrutina dal¹í podrobnosti
implementace uvedeme v následujícím odstavci 3.4.

3.4 Technické detaily implementace
automatického derivování v systému UFO

V tomto odstavci uvedeme technické podrobnosti o implementaci automatického
derivování v systému UFO. Více detailù je mo¾né najít ve výzkumné zprávì [9].
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3.4.1 První derivace

Jak jsme ji¾ naznaèili, pøi výpoètu hodnot derivace pomocí automatického derivování
($IADF=1 nebo 2) jsou v¹echny nezávislé promìnné a provádìné operace (jejich
typ, argumenty a numerické hodnoty výsledkù) postupnì zaznamenávány do polí
o velikosti $NADARR. Pro $IADF=1 nebo 2 se jedná o pole:

� REAL*8 V($NADARR){ je pole, ve kterém jsou ulo¾eny hodnotyvi = ' i (vj ) j � i ,
viz vztah (1.1),

� REAL*8 VBAR($NADARR){ je pole, ve kterém jsou ulo¾eny hodnoty �vi =
P

j � i �vj �
@'j
@vi

, viz vztah (1.4),

� INTEGER OPCODE($NADARR){ je pole, ve kterém je ulo¾ena identi�kace operace
provádìné v i -tém kroku (napøíklad, sèítání odpovídá 10, násobení odpovídá
30, sinu odpovídá 60 atp.),

� INTEGER ARG1($NADARR){ je pole odkazù do tìchto polí pro první argument
právì provádìné operace,

� INTEGER ARG2($NADARR){ je pole odkazù do tìchto polí pro druhý argument
právì provádìné operace.

Pøi výpoètu druhých derivací ($IADF = 2) se pou¾ívají dvì dal¹í pole, která
uvedeme v následujícím odstavci.

Ka¾dá elementární funkce' i (vj ) j � i (napøíklad násobení, sinus atd.) v postupu
výpoètu hodnoty y = f (x) je v prùbìhu transformace nahrazena subrutinou, která
kromì pùvodní operace' i (vj ) j � i provede i zaznamenání svého zavolání do políV,
VDOT, OPCODE, ARG1, ARG2, pøípadnì také VDOT, VBARDT. Napøíklad, elementární
funkce násobení nebo sinus jsou nahrazeny subrutinamiBMULTG, resp.SING:

!--- ztransformovaná operace násobení ---
INTEGER FUNCTION BMULTG(IARG1, IARG2) !vstupní parametry: poøadí (index)

!numerických hodnot v polích, které
!máme vynásobit
!výstupní hodnota: poøadí (index)
!v polích pro právì tuto operaci

COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER IARG1, IARG2

V(INDARR)=V(IARG1)*V(IARG2) !spoètení elementární oper ace násobení
VBAR(INDARR)=0.0D0 !vynulování promìnné v_i s pruhem

!(bude se do ní postupnì pøièítat)
OPCODE(INDARR)=30 !zaznamenání kódu této operace (30=násobení)
ARG1(INDARR)=IARG1 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro první (levý) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro druhý (pravý) argument
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BMULTG=INDARR !poøadí této operace
INDARR=INDARR+1 !pøíprava na dal¹í elementární operaci -

!- posunutí indexu ("ukazovátka") do polí,
!kam a¾ jsou pole vyplnìny

END

!--- ztransformovaná operace sinus ---
INTEGER FUNCTION SING(IARG1)

COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER IARG1

V(INDARR)=SIN(V(IARG1))
VBAR(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=60 !zaznamenání kódu této operace (60=sinus)
ARG1(INDARR)=IARG1 !sinus má pouze jeden argument
SING=INDARR
INDARR=INDARR+1

END

V prùbìhu ztransformovaného výpoètu se na v¹echny nezávislé promìnné a na
promìnné, které na nich závisí, a také na konstanty, odkazujeme pomocí poøadového
èísla provádìné operace, ve které vznikly. Toto poøadí odpovídá indexu v polích,
kde jsou informace o této operaci ulo¾eny. Jména promìnnýchjsou pro tento úèel
transformována { jsou slo¾ením øetìzceIAD a jména pøíslu¹né promìnné, napøíklad
IAD X(*) pro nezávislou promìnnouX(*) neboIAD PROMpro promìnnou PROM. Na
stranì 58 uvedeme názorný pøíklad s vysvìtlením, jak se operace a hodnoty do polí
ukládají.

Poslední fáze výpoètu hodnoty derivace je zavolání subrutiny RVRSWP, která pro-
jde poly V, VDOT, OPCODE, ARG1, ARG2odzadu dopøedu a provede tak vlastní výpoèet
hodnot (1.4), tj.

�vi =
X

j � i

�vj �
@'j
@vi

neboli

�vi = �vi + �vj �
@'j
@vi

(vk)k� j pro i � j j = l; : : : ; 1:

ProceduraRVRSWP:

SUBROUTINE RVRSWP()
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR

REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

REAL*8 DERIV
INTEGER I

DO 999, I=INDARR-1, 1, -1 !cyklus pøes jednotlivé operace po zpátku,
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!tj. prùchod polemi odzadu dopøedu
IF(OPCODE(I).EQ.30) THEN !operace násobení

VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*V(ARG2(I)) !post upné pøièítání hodnot
!do promìnné v_. s pruhem

VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I)*V(ARG1(I)) !post upné pøièítání hodnot
!do promìnné v_. s pruhem

.

.
ELSEIF(OPCODE(I).EQ.60) THEN !operace sinus

DERIV=COS(V(ARG1(I))) !pomocná promìnná
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*DERIV !postupné pøièítání hodnot

!do promìnné v_. s pruhem
.
.
ELSEIF(OPCODE(I).EQ.2) THEN !operace nezávislá promìnná

CONTINUE
.
.
ENDIF

999 CONTINUE
END

Po provedení této subrutiny jsou ji¾ spoèteny hodnoty derivací v pøíslu¹ných
prvcích pole VBAR, odkud je pøiøadíme do promìnnýchGF(*) , jak se pøedpokládá
pro výstup z promìnné FGMODELF{ napøíklad proX=(X1,X2) :

DO 86 IADCOUNT=1,2
GF(IADCOUNT)=VBAR(IAD_X(IADCOUNT))

86 CONTINUE

Pro úplnost bychom mìli dodat, ¾e na zaèátku promìnnéFGMODELFje zavolán
cyklus pro správnou de�nici a oznaèení nezávislých promìnných X(*) { napøíklad
pro X=(X1,X2) :

DO 85 IADCOUNT=1,2
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDP(X(IADCOUNT))

85 CONTINUE

kde MKINDP(X(.)) je subrutina, která ulo¾í hodnotu promìnnéX(.) do polí a
oznaèí ji jako nezávislou promìnnou:

! --- operace definování nezávislé promìnné ---
INTEGER FUNCTION MKINDP(CISLO)

COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO
VBAR(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=2
MKINDP=INDARR
INDARR=INDARR+1

END
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Proto¾e víme, jaké jsou závislé a nezávislé promìnné pro funkce zadané makro-
promìnnými FMODELF, FMODELAa FMODELC(napøíklad proFMODELFjsou nezávislé
X a závislé FF), je oznaèení tìchto promìnných jako nezávislé (a závislé)pomocí
procedur MKINDPsnadné.

Konstanty, které se ve výpoètu pou¾ívají, jsou také ulo¾enydo polí pomocí
subroutiny MKCNST(hodnotakonstanty)

! --- operace definování konstanty ---
INTEGER FUNCTION MKCNST(CISLO)

COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO
VBAR(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=1
MKCNST=INDARR
INDARR=INDARR+1

END

Pøíklad

Na jednoduchém pøíkladu uká¾eme, jak jsou data v políchV, VBAR, OPCODE, ARG1a
ARG2ulo¾ena.

Mìjme funkci f (x1; x2) = x1 � x2 + 1. Ve zdrojovém programu, na který budeme
aplikovat automatické derivování, se poèítá její hodnota výrazem

X(1) * X(2) + 1 .

Tento výraz se transformuje automatickým derivováním na výraz

BPLUSG(BMULTG(IADX(1),IAD X(2)),MKCNST(DBLE(1))),

kde IAD X(1) a IAD X(2) jsou odkazy (indexy) do polí, kde jsou ulo¾eny nezávislé
promìnné X(1) a X(2) (pomocí procedurMKCNST(X(1))a MKCNST(X(2))).

V tabulce 3.1 je ukázáno, jak jsou data v políchV, VBAR, OPCODE, ARG1a ARG2
tìsnì pøed zavoláním proceduryRVRSWPulo¾ena.

3.4.2 Druhé derivace

Pøi výpoètu druhých derivací ($IADF=2) se kromì pìti polí se zaznamenanými ele-
mentárními operacemi (kapitola 3.4.1) pou¾ívají dvì pole navíc:

� REAL*8 VDOT($NADARR){ je pole, ve kterém jsou ulo¾eny hodnoty _vi =P
j � i

@'i
@vj

(vk)k� i � _vj , viz vztah (1.3),

� REAL*8 VBARDT($NADARR){ je pole, ve kterém jsou ulo¾eny hodnoty_�vi , viz
vztah 1.15.
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poøadí 1 2 3 4 5 . . .
provádìné operace
provádìná operace de�nice de�nice x1 � x2 de�nice x1 � x2 + 1 . . .

nezávislé nezávislé konstanty . . .
promìnné promìnné 1 . . .

X (1) X (2) . . .
subrutina, odkud MKINDP MKINDP BMULTG MKCNST BPLUSG . . .
záznam operace (X(1)) (X(2)) (.,.) (DBLE(1)) (.,.) . . .
v polích vznikl

index v polích 1 2 3 4 5 . . .

pole V hodnota hodnota hodnota hodnota hodnota . . .
x1 x2 x1 � x2 1 x1 � x2 + 1 . . .

pole VBAR 0 0 0 0 0 . . .

pole OPCODE 2 2 30 1 10 . . .

pole ARG1 0 0 1 0 3 . . .

pole ARG2 0 0 2 0 4 . . .

Obrázek 3.1: Ulo¾ení dat v polích pro pøíklad implementace automatického derivo-
vání.

Ve výpoètu druhých derivací, kdy se aplikuje nejprve zpìtnýmód a pak pøímý
mód, jsou vý¹e uvedené podprogramy slo¾itìj¹í. Odvodíme jenapøíklad tak, ¾e na
podprogramy z odstavce 3.4.1 aplikujeme pøímý mód automatického derivování.

!--- ztransformovaná operace násobení (výpoèet druhých de rivací) ---
INTEGER FUNCTION BMULTH(IARG1, IARG2) !vstupní parametry: poøadí (index)

!numerických hodnot v polích, které
!máme vynásobit
!výstupní hodnota: poøadí (index)
!v polích pro právì tuto operaci

COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1, IARG2

V(INDARR)=V(IARG1)*V(IARG2) !spoètení elementární oper ace násobení
VDOT(INDARR)=V(IARG1)*VDOT(IARG2)+VDOT(IARG1)*V(IARG2) !aplikace pøímého módu

!na operaci násobení
VBAR(INDARR)=0.0D0 !vynulování promìnné v_i s pruhem

!(bude se do ní postupnì pøièítat)
VBARDT(INDARR)=0.0D0 !vynulování promìnné v_i s pruhem a teèkou

!(bude se do ní postupnì pøièítat)
OPCODE(INDARR)=30 !zaznamenání kódu této operace (30=násobení)
ARG1(INDARR)=IARG1 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro první (levý) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro druhý (pravý) argument
BMULTH=INDARR !poøadí této operace
INDARR=INDARR+1 !pøíprava na dal¹í elementární operaci -
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!- posunutí indexu ("ukazovátka") do polí,
!kam a¾ jsou pole vyplnìny

END

!--- ztransformovaná operace sinus (výpoèet druhých deriv ací) ---
INTEGER FUNCTION SING2(IARG1)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
INTEGER IARG1

V(INDARR)=SIN(V(IARG1))
VDOT(INDARR)=COS(V(IARG1))*VDOT(IARG1)
VBAR(INDARR)=0.0D0
VBARDT(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=60 !zaznamenání kódu této operace (60=sinus)
ARG1(INDARR)=IARG1 !sinus má pouze jeden argument
SING2=INDARR
INDARR=INDARR+1

END

Subrutina, která prochází poli odzadu dopøedu a poèítá vlastní derivace:

SUBROUTINE RVRSWPH()
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 DERIV
INTEGER I

DO 998, I=INDARR-1, 1, -1 !cyklus pøes jednotlivé operace po zpátku,
!tj. prùchod polemi odzadu dopøedu

IF(OPCODE(I).EQ.30) THEN !operace násobení
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*V(ARG2(I)) !post upné pøièítání hodnot

!do promìnné v_. s pruhem
VBARDT(ARG1(I))=VBARDT(ARG1(I))+ !postupné pøièítání hodnot

& VBARDT(I)*V(ARG2(I))+ !do promìnné v_. s pruhem a teèkou
& VBAR(I)*VDOT(ARG2(I))

VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I)*V(ARG1(I)) !post upné pøièítání hodnot
!do promìnné v_. s pruhem

VBARDT(ARG2(I))=VBARDT(ARG2(I))+ !postupné pøièítání hodnot
& VBARDT(I)*V(ARG1(I))+ !do promìnné v_. s pruhem a teèkou
& VBAR(I)*VDOT(ARG1(I))

.

.
ELSEIF(OPCODE(I).EQ.60) THEN !operace sinus

DERIV=COS(V(ARG1(I))) !pomocná hodnota
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I)*DERIV !postupné pøièítání hodnot

!do promìnné v_. s pruhem
VBARDT(ARG1(I))=VBARDT(ARG1(I))+ !postupné pøièítání hodnot

& VBARDT(I)*DERIV- !do promìnné v_. s pruhem a teèkou
& VBAR(I)*SIN(V(ARG1(I)))*VDOT(ARG1(I))
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.

.
ELSEIF(OPCODE(I).EQ.2) THEN !operace nezávislá promìnná

CONTINUE
.
.
ENDIF

998 CONTINUE
END

Proto¾e pøi výpoètu druhých derivací pro promìnnouHMODELFchceme spoèíst
celou Hessovu matici, musí být uvnitø promìnnéHMODELFcyklus, ve kterém se po-
èítají jednotlivé øádky Hessovy matice. Napøíklad proX=(X1,X2) :

DO 97 IADN=1,2
...
výpoèet IADN-tého øádku Hessovy matice
...

97 CONTINUE

Dále, cyklus pro pøiøazení hodnot spoètených derivací do promìnných HF{ na-
pøíklad proX=(X1,X2) :

DO 99 IADCOUNT=1,IADN
HF(IADN1+IADCOUNT)=VBARDT(IAD_X(IADCOUNT)) ! spoètenáhodnota derivace

99 CONTINUE
IADN1=IADN1+IADN

Cyklus pro pøiøazení hodnot nezávislých promìnných do polína zaèátku výpoètu
promìnné HMODELF, kde se navíc urèuje, podle kterých promìnných se bude derivovat
v pøímém módu:

DO 98 IADCOUNT=1,2
IF(IADCOUNT.EQ.IADN) THEN

IAD_X(IADCOUNT)=MKINDPH(X(IADCOUNT),1.0D0) !definicenezávislé promìnné
! a smìrové derivace

ELSE
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDPH(X(IADCOUNT),0.0D0) !definicenezávislé promìnné

! a smìrové derivace
ENDIF

98 CONTINUE

De�nice nezávislé promìnné:

! --- operace definování nezávislé promìnné (výpoèet druhý ch derivací) ---
INTEGER FUNCTION MKINDPH(CISLO1,CISLO2)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO1, CISLO2

V(INDARR)=CISLO1 !definice nezávislé promìnné
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VBAR(INDARR)=0.0D0
VDOT(INDARR)=CISLO2 !smìrový vektor
VBARDT(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=2
MKINDPH=INDARR
INDARR=INDARR+1

END

De�nice konstanty:

! --- operace definování konstanty (výpoèet druhých deriva cí) ---
INTEGER FUNCTION MKCNSTH(CISLO)
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR
REAL*8 CISLO

V(INDARR)=CISLO !definice konstanty
VBAR(INDARR)=0.0D0
VDOT(INDARR)=0.0D0
VBARDT(INDARR)=0.0D0
OPCODE(INDARR)=1
MKCNSTH=INDARR
INDARR=INDARR+1

END

Shrnìme nyní pro pøehlednost je¹tì jednou v¹echny zmìny, které pøi transformaci
automatickým derivováním nastávaji:

� de�nice procedurBPLUSG, BSING, RVRSWPatd., slou¾ící pro výpoèet a zazna-
menání elementárních operací atd. a jejich slinkování s pùvodním programem,

� transformace výpoètu (tak, aby se kromì spoètení elementárních operací také
zaznamenalo jejich poøadí, parametry a výsledné hodnoty) as tím souvise-
jící pøejmenování promìnných (nezávislých promìnných a v¹ech promìnných,
které na nich závisí),

� zavolání proceduryRVRSWPpro $IADF=1 (resp. RVRSWPHpro $IADF=2), která
projde seznamem provádìných operací þpozpátkuÿ a provede vlastní výpoèet
derivací.

3.5 Modi�kace ¹ablon systému UFO pro automa-
tické derivování

Systém UFO je zalo¾en na textovém preprocesoru BEL, který byl vyvinut jako
souèást systému UFO. Zaji¹»uje vytváøení výsledného programu, který øe¹í zadaný
optimalizaèní problém. Preprocesor BEL zpracovává ¹ablony a podle speci�kova-
ných po¾adavkù na optimalizaèní problém provádí dosazování jednotlivých èástí
programu. Pøi implementaci automatického derivování do systému UFO bylo nutné

62



zmìnit nìkteré ¹ablony i samotný textový preprocesor BEL. Zde popí¹eme nìkolik
základních my¹lenek, detaily jsou popsané ve výzkumné zprávì [9].

©ablonaUZDECL.Islou¾í k deklaraci promìnných, pou¾ívaných ve výsledném
programu P.UFO. Proto jsme na její konec pøidali èást kódu, kterým se, pomocí
¹ablon UZADD1.I, resp. UZADD.I, deklarují promìnné pou¾ívané pøi automatickém
derivování, popsané v odstavci 3.4.1 na stranì 55, respektive v odstavci 3.4.2 na
stranì 58.

©ablonaUZINIT.I se pou¾ívá pro inicializaci numerických metod. V pøípadì
automatického derivování zde, anebo ve vnoøených ¹ablonách, probíhají následující
kroky:

� Pøiøazení$NADARR=1000, pokud hodnota$NADARRnení v souboruP.UFOde�-
novaná jinak. Toto pøiøazení probíhá v ¹ablonáchUZADS1, resp.UZADS2.I.

� Deklarace procedur, které se pou¾ívají pøi volání automatického derivování.
Jedná se o procedury z odstavce 3.4.1, resp. z odstavce 3.4.2. Tyto procedury
jsou vlo¾eny do makropromìnnéSUBROUTINESa do výsledného programu jsou
vlo¾eny pomocí ¹ablonUZADS1.I, resp.UZADS2.I.

� Vlastní transformace makropromìnnéFMODELF(resp.FMODELAneboFMODELC)
na makropromìnnou FGMODELF(resp. FGMODELAnebo FGMODELC) a pøípadnì
také HMODELF(resp. HMODELAnebo HMODELC), aby tyto upravené makropro-
mìnné poèítaly derivace automatickým derivováním. Tato transformace je za-
ji¹tìna ¹ablonami UZADF1.I, resp.UZADF2.I.

� Vymazání makropromìnnéFMODELF(resp.FMODELAneboFMODELC), provedené
ze ¹ablonyUZADF1.I, resp.UZADF2.I.

3.6 Pøíklad

Pou¾ití automatického derivování v systému UFO a jeho výhody budeme demon-
strovat na následujícím pøíkladu. Nech»x 2 RN a nech» funkceF : RN ! R je
de�nována jako

F (x) =
NX

i =1

(N + i � Pi )
2 ; (3.1)

kde

Pi =
NX

j =1

 

5 (1 + mod(i; 5) + mod(j; 5)) sin(x j ) +
i + j
10

cos(x j )

!

;

kdemod(a; b) je zbytek po vydìlení "a dìleno b". Hledáme lokální minimum funkceF
s poèáteèní iterací

x0 =
�

1;
1
2

; : : : ;
1
N

�
:

Vstupní soubor pro systém UFOP.UFOje na obrázku 3.2.
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INTEGER IAD_W($$NF+1) !01
REAL*8 W($$NF+1) !02
$SET(INPUT) !03

DO 80 I=1, $$NF !04
X(I)=1.0D0/I !05

80 CONTINUE !06
$ENDSET !07
$SET(FMODELA) !08

W(1)=0.0D0 !09
DO 81 I=1, $$NF !10

A=5.0D 0*(1.0D 0+MOD(I,5)+MOD(KA,5)) !11
B=DBLE(I+KA)/1.0D1 !12
W(I+1)=W(I)+A*SIN(X(I))+B*COS(X(I)) !13

81 CONTINUE !14
FA=(DBLE($$NF+KA)-W($$NF+1))**2 !15

$ENDSET !16
$MODEL='AF' !17
$NF=50 !18
$NA=50 !19
$NOUT=1 !20
$IADA=1 !21
$BATCH !22
$STANDARD !23

Obrázek 3.2: Vstupní souborP.UFOpro pøíklad { automatické derivování v systému
UFO.

Pøi výpoètu chceme pou¾ít automatické derivování pro funkce de�nované makro-
promìnnými FMODELA, proto pøiøadíme$IADA=1(øádek 21). Makropromìnná$NF
(øádek 18) urèuje poèet nezávislých promìnnýchX(*) , makropromìnné MODEL(øá-
dek 17) a$NA(øádek 19) speci�kují typ optimalizované úlohy (viz [18]).Výpoèet
hodnoty

(N + i � Pi )
2 (3.2)

(viz vztah 3.1) se de�nuje promìnnouFAv makropromìnné FMODELA(øádky 8 a¾ 16).
Hodnoty poèáteèní iteracex0 se zadávají makropromìnnouINPUT(øádky 3 a¾ 7).

Proto¾e makropromìnná$IADAje nastavena na hodnotu 1 (øádek 21), provede se
na zaèátku zpracování vstupního souboruP.UFOvymazání makropromìnnéFMODELA
a vytvoøení makropromìnnéFGMODELA, která je zobrazena na obrázku 3.3. Zde jsou
na øádcích 2 a¾ 4 oznaèeny promìnnéX(.) jako nezávislé promìnné. Na øádcích 9
a¾ 10 je ztransformovaný pøíkaz pøiøazeníW(I+1)=W(I)+A*SIN(X(I))+B*COS(X(I))
z øádku 13 (na obrázku 3.2) a na øádcích 12 a 13 (na obrázku 3.3)je ztransformo-
vaný øádek 15 (na obrázku 3.2), toti¾FA=(DBLE($$NF+KA)-W($$NF+1))**2. Z tìchto
ztransformovaných øádkù jsou volány subroutiny, které provádí nejen pùvodní ele-
mentární aritmetické operace, ale také zaznamenání tìchtooperací do polí (viz ka-
pitola 1.6). Parametry tìchto subroutin jsou odkazy do polí(indexy polí) { jméno
promìnné je v¾dy spojení øetìzceIAD a jména pùvodní promìnné.1

1Tyto promìnné { odkazy do polí není tøeba zvlá¹» deklarovat,s výjimkou pøípadu, kdy pùvodní
promìnná je pole, jak je popsáno v kapitole 3.2. Proto na øádku 1 na obrázku 3.2 deklarujeme pole
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INDARR=1 !01
DO 85 IADCOUNT=1,50 !02
IAD_X(IADCOUNT)=MKINDP(X(IADCOUNT)) !03

85 CONTINUE !04
IAD_W(1)=MKCNST(DBLE(0.0D0)) !05
DO 81 I=1, 50 !06
A=5.0D 0*(1.0D 0+MOD(I,5)+MOD(KA,5)) !07
B=DBLE(I+KA)/1.0D1 !08
IAD_W(I+1)=BPLUSG(BPLUSG(IAD_W(I),BMULTG(MKCNST(DBLE(A)),SING(IAD_ !09

& X(I)))),BMULTG(MKCNST(DBLE(B)),COSG(IAD_X(I)))) !10
81 CONTINUE !11

IAD_FA=BEXPG(BMINUG(MKCNST(DBLE(DBLE(50+KA))),IAD_W(50+1)),MKCNST( !12
& DBLE(2))) !13
FA=V(IAD_FA) !14
VBAR(IAD_FA)=1.0D0 !15
CALL RVRSWP() !16
DO 86 IADCOUNT=1,50 !17
GA(IADCOUNT)=VBAR(IAD_X(IADCOUNT)) !18

86 CONTINUE !19

Obrázek 3.3: Hodnota promìnnéFGMODELFpro pøíklad { automatické derivování
v systému UFO

Na øádku 14 je pøiøazena spoètená hodnotaFA, tj. hodnota

(N + i � Pi )
2 :

Na øádku 15 se provádí
�vl = 1:

Prùchod poly nazpìt se zaznamenanými operacemi se vyvolá z øádku 16 subrou-
tinou RVRSWP(). Po jejím provedení jsou spoètené hodnoty derivací pøiøazeny do
promìnných GA(øádky 17 a¾ 19).

Øádky 5 a¾ 8 (na obrázku 3.3) jsou ponechány beze zmìny, proto¾e nejsou závislé
na nezávislých promìnnýchX(.) . Na øádku 1 (na obrázku 3.3) je poèáteèní nastavení
indexu do polí na ukládání provedených operací.

Pro porovnání doby výpoètu jsme tuto úlohu provedli také s výpoètem derivací
pomocí pomìrných diferencí (ve vstupním souboruP.UFOjsme pøiøazení$IADA=1
nahradili pøiøazením$IADA=0). Doby trvání výpoètù jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Pøi výpoètu pomocí automatického derivování spoètené hodnoty konvergují k øe¹ení
rychleji a výpoèet trvá krat¹í dobu.

INTEGER IADW($$NF+1).
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Poèet promìnných automatické derivování pomìrné diference
N = 10 0.11 s 0.16 s
N = 20 0.49 s 0.94 s
N = 50 1.37 s 6.97 s
N = 100 3.36 s 44.93 s

Tabulka 3.1: Porovnání doby trvání výpoètu { Pøíklad UFO.
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Kapitola 4

Automatické derivování
a subgradient

V této kapitole automatické derivování zobecníme { zeslabíme po¾adavek spojitosti
derivací elementárních funkcí øádun na lipschitzovskost, pøípadnì konvexitu. V bo-
dech, kde derivace nebude spojitá, budeme pro funkce absolutní hodnota a maximum
schopni spoèíst nìjaký subgradient. Tato hodnota je dostateèná pro pou¾ití v nehlad-
kých optimalizaèních metodách, jak budeme demonstrovat v závìru této kapitoly.

4.1 Lipschitzovské funkce a subgradient

Nejprve uvedeme nìkteré vlastnosti lipschitzovských funkcí. Dále zavedeme pojem
subgradient a subdiferenciál a uvedeme jejich vlastnosti pro lipschitzovské funkce.
Nedokázaná tvrzení jsou pøevzata z [4], [17] nebo [20].

De�nice 4.1
Øekneme, ¾e funkcef : Rn ! R je lipschitzovskáv okolí bodu x 2 Rn (s kon-

stantou L), jestli¾e existuje" > 0 tak, ¾e platí

jf (x2) � f (x1)j � Lkx2 � x1k;

pokud x1 2 B(x; " ) a x2 2 B(x; " ).
Øekneme, ¾e funkcef : Rn ! R je lokálnì lipschitzovskáv oblasti 
, je-li lipschi-

tzovská v okolí ka¾dého bodux 2 
.

O existenci derivací lipschitzovských funkcí vypovídá následující tvrzení:

Vìta 4.1 (Rademacher)
Nech» funkcef : Rn ! R je lokálnì lipschitzovská v oblasti 
 2 Rn . Pak f je dife-

rencovatelná skoro v¹ude, tj. mno¾inaf x 2 Rn : r f (x) neexistujeg má Lebesgueovu
míru nula.

De�nice 4.2
Øekneme, ¾e funkcef : Rn ! R má v bodì x 2 Rn smìrovou derivaci ve smìru
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h 2 Rn , existuje-li koneèná limita

f 0(x; h) = lim
t ! 0+

f (x + th) � f (x)
t

:

Proto¾e v nìkterých bodech nemusí pro lipschitzovské funkce derivace existovat,
pojem derivace zobecníme a pojem zavedeme subdiferenciál asubgradient.

De�nice 4.3
Zobecnìnou (Clarkovu) smìrovou derivacifunkce f : Rn ! R v bodì x 2 Rn ve

smìru h 2 Rn de�nujeme pøedpisem

f 0(x; h) = lim sup
y ! x
t ! 0+

f (y + th) � f (y)
t

:

De�nice 4.4
Nech» funkcef : Rn ! R je lipschitzovská v okolí bodux 2 Rn . Pak mno¾inu

@f(x) = f g 2 Rn : f 0(x; h) � gT h 8h 2 Rng

nazvemesubdiferenciálemfunkce f v bodì x. Elementy g 2 @f(x) budeme nazývat
subgradientyfunkce f v bodì x.

V bodech, kde neexistuje derivace, je pro numerické optimalizaèní metody po-
staèující namísto derivace pou¾ít subdiferenciál, respektive nìjaký subgradient. Zá-
kladní vlastnosti subgradientu popisují následující tvrzení.

Vìta 4.2
Nech» funkcef : Rn ! R je spojitì diferencovatelná v bodì x 2 Rn . Pak f je

lipschitzovská v okolí bodux a platí

@f(x) = fr f (x)g : (4.1)

Vìta 4.3
Je-li funkce f : Rn ! R lipschitzovská v okolí bodux 2 Rn a diferencovatelná

v tomto bodì, platí
r f (x) 2 @f(x):

Rovnost (4.1) lze dokázat pouze v pøípadì spojité diferencovatelnosti.

Vìta 4.4
Nech» funkcef : Rn ! R je lokálnì lipschitzovská v okolí bodux 2 Rn , který je

jejím lokálním extrémem (minimem nebo maximem). Pak platí

0 2 @f(x):
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Pro zdùvodnìní výpoètu subgradientu funkcí absolutní hodnota nebo maximum
pomocí automatického derivování je zapotøebí dokázat následující tvrzení.

Vìta 4.5
Nech» funkcef i : Rn ! R, i 2 f 1; : : : ; kg jsou lipschitzovské v okolí bodu �x 2 Rn .

De�nujme funkci f : Rn ! R pøedpisem

f (x) = max
i =1 ;:::;k

f i (x):

Nech»l 2 f 1; : : : ; kg je takové, ¾ef (�x) = f l (�x), a nech»r f l (�x) existuje. Pak

r f l (�x) 2 @f(�x):

Dùkaz:
Potøebujeme ukázat, ¾e pro v¹echnah 2 Rn platí

f 0(�x; h) � r f l (�x)T h:

Proto¾ef (z) � f l (z) pro z v okolí bodu �x, platí

f 0(�x; h) = lim sup
y ! �x
t ! 0+

f (y + th) � f (y)
t

� lim sup
y ! �x
t ! 0+

f l (y + th) � f (y)
t

:

Omezíme-li se nay = �x, dostáváme

lim sup
y ! �x
t ! 0+

f l (y + th) � f (y)
t

� lim sup
t ! 0+

f l (�x + th) � f (�x)
t

a proto¾ef (�x) = f l (�x), je dále

lim sup
t ! 0+

f l (�x + th) � f (�x)
t

= lim
t ! 0+

f l (�x + th) � f l (�x)
t

= r f l (�x)T h:

Tím je dùkaz proveden.

4.2 Funkce maximum a absolutní hodnota,
výpoèet subgradientu

Funkce maximum (resp. minimum) a absolutní hodnotanemají derivace na celém
svém de�nièním oboru. Pøitom v praxi bývají tyto funkce, jako elementární funkce,
souèástí optimalizovaných funkcí. Z toho dùvodu byly vyvinuty optimalizaèní me-
tody, kterým v bodì s neexistující derivací postaèí hodnotanìjakého subgradientu.
Proto je u¾iteèné roz¹íøit automatické derivování i pro výpoèet subgradientu.
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Implemetaci výpoètu subgradientu pomocí automatického derivování pro funkci
maximum lze podle Vìty 4.5 provést takovým zpùsobem, ¾e se spoète gradient té
funkce, která maximum v bodì urèuje. Neboli, oznaème

f (x) = max
i =1 ;:::;k

f i (x)

a nech» napøíklad v bodì �x je l 2 f 1; : : : ; kg takové, ¾ef (�x) = f l (�x), a nech» existuje
r f l (�x), pak automatické derivování spoète hodnotur f l (�x).

Je-li v tomto bodì �x funkce f je hladká, reprezentuje spoètená hodnotar f l (�x)
gradient funkcef v bodì �x.

Jestli¾e v bodì �x funkce f není hladká, podle Vìty 4.5 (a za jejích pøedpokladù)
se tedy spoèetl nìjaký subgradient funkcef v bodì �x.

Poznamenejme, ¾e pro funkci minimum platí analogická situace. Pro funkci ab-
solutní hodnota

f (x) = jg(x)j

platí také analogická tvrzení, nebo»

jaj = max( a; � a):

4.3 Implementace funkce maximum
a absolutní hodnota

V tomto odstavci struènì uká¾eme, jak lze automatické derivování pro funkci ma-
ximum implemetovat. Doplníme tak vlastnì odstavce 1.6.3 a 3.4.1 o dal¹í funkce a
detaily.

Jak ji¾ víme, ka¾dá elementární funkce' i (vj ) j � i v postupu výpoètu hodnotyy =
f (x) (kterou chceme derivovat) je v prùbìhu transformace nahrazena subrutinou,
která kromì pùvodní operace' i (vj ) j � i provede i zaznamenání svého zavolání do
polí V, VDOT, OPCODE, ARG1, ARG2, pøípadnì takéVDOT, VBARDT. Elementární funkce
maximum je takto nahrazena subrutinouMAXG:

!--- ztransformovaná operace maximum ---
INTEGER FUNCTION MAXG(IARG1, IARG2) !vstupní parametry: poøadí (index)

!numerických hodnot v polích, ze
!kterých urèíme maximum
!výstupní hodnota: poøadí (index)
!v polích pro právì tuto operaci

COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER IARG1, IARG2

IF(V(IARG1).GT.V(IARG2)) THEN !spoètení elementární ope race maximum
V(INDARR)=V(IARG1)

ELSE
V(INDARR)=V(IARG2)
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ENDIF
VBAR(INDARR)=0.0D0 !vynulování promìnné v_i s pruhem

!(bude se do ní postupnì pøièítat)
OPCODE(INDARR)=100 !zaznamenání kódu této operace (100=maximum)
ARG1(INDARR)=IARG1 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro první (levý) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro druhý (pravý) argument
MAXG=INDARR !poøadí této operace
INDARR=INDARR+1 !pøíprava na dal¹í elementární operaci -

!- posunutí indexu ("ukazovátka") do polí,
!kam a¾ jsou pole vyplnìny

END

Do proceduryRVRSWP, která prochází poli se zaznamenanými hodnotami a poèítá
derivace, jsme doplnili funkci maximum:

SUBROUTINE RVRSWP()
COMMON /AD_F1/ V, VBAR, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR

REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER I

DO 999, I=INDARR-1, 1, -1 !cyklus pøes jednotlivé operace po zpátku,
!tj. prùchod polemi odzadu dopøedu

.

.
ELSEIF(OPCODE(I).EQ.100) THEN !operace maximum

IF(V(ARG1(I)).GT.V(ARG2(I))) THEN
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I) !postupné pøièítá ní hodnot

!do promìnné v_. s pruhem
VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I)) !postupné pøièítání hodnot

!do promìnné v_. s pruhem
!tento øádek lze samozøejmì vynechat

ELSE
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I)) !postupné pøièítání hodnot

!do promìnné v_. s pruhem
!tento øádek lze samozøejmì vynechat

VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I) !postupné pøièítá ní hodnot
!do promìnné v_. s pruhem

ENDIF
.
.
ENDIF

999 CONTINUE
END

Jak jsme ji¾ zmínili vý¹e, pro funkce minimum a absolutní hodnota platí tvrzení
analogická. Tvar jednotlivých subrutin pøi výpoètu druhých derivací lze odvodit
stejnì jako v kapitole 3.4 { aplikací pøímého módu na zde uvedené subrutiny. Ele-
mentární funkce maximum je tedy nahrazena subrutinouMAXH:

!--- ztransformovaná operace maximum ---
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INTEGER FUNCTION MAXH(IARG1, IARG2) !vstupní parametry: poøadí (index)
!numerických hodnot v polích, ze
!kterých urèíme maximum
!výstupní hodnota: poøadí (index)
!v polích pro právì tuto operaci

COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR
REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER IARG1, IARG2

IF(V(IARG1).GT.V(IARG2)) THEN !spoètení elementární ope race maximum
V(INDARR)=V(IARG1)
VDOT(INDARR)=VDOT(IARG1) !aplikace pøímého módu

ELSE
V(INDARR)=V(IARG2)
VDOT(INDARR)=VDOT(IARG2) !aplikace pøímého módu

ENDIF
VBAR(INDARR)=0.0D0 !vynulování promìnné v_i s pruhem

!(bude se do ní postupnì pøièítat)
VBARDT(INDARR)=0.0D0 !vynulování promenné v_i s pruhem a teckou

!(bude se do ní postupne pricítat)
OPCODE(INDARR)=100 !zaznamenání kódu této operace (100=maximum)
ARG1(INDARR)=IARG1 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro první (levý) argument
ARG2(INDARR)=IARG2 !zaznamenání poøadí (indexu) v polích

!pro druhý (pravý) argument
MAXH=INDARR !poøadí této operace
INDARR=INDARR+1 !pøíprava na dal¹í elementární operaci -

!- posunutí indexu ("ukazovátka") do polí,
!kam a¾ jsou pole vyplnìny

END

A dále, do proceduryRVRSWPH, která prochází poli se zaznamenanými hodnotami
a poèítá derivace, jsme doplnili funkci maximum:

SUBROUTINE RVRSWPH()
COMMON /AD_F2/ V, VBAR, VDOT, VBARDT, OPCODE, ARG1, ARG2, INDARR

REAL*8 V($NADARR), VBAR($NADARR), VDOT($NADARR),VBARDT($NADARR)
INTEGER OPCODE($NADARR), ARG1($NADARR), ARG2($NADARR)
INTEGER INDARR

INTEGER I

DO 998, I=INDARR-1, 1, -1 !cyklus pøes jednotlivé operace po zpátku,
!tj. prùchod polemi odzadu dopøedu

.

.
ELSEIF(OPCODE(I).EQ.100) THEN !operace maximum

IF(V(ARG1(I)).GT.V(ARG2(I))) THEN
VBAR(ARG1(I))=VBAR(ARG1(I))+VBAR(I) !postupné pøièítá ní hodnot

!do promìnné v_. s pruhem
VBARDT(ARG1(I))=VBARDT(ARG1(I))+ !postupné pøièítání hodnot

& VBARDT(I) !do promìnné v_. s pruhem a teèkou
ELSE
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VBAR(ARG2(I))=VBAR(ARG2(I))+VBAR(I) !postupné pøièítá ní hodnot
!do promìnné v_. s pruhem

VBARDT(ARG2(I))=VBARDT(ARG2(I))+ !postupné pøièítání hodnot
& VBARDT(I) !do promìnné v_. s pruhem a teèkou

ENDIF
.
.
ENDIF

998 CONTINUE
END

4.4 Pøíklad

Výpoèet subgradientu, jak jsme ho popsali v pøedcházejícímodstavci, je mo¾né
vyu¾ít napøíklad pøi nehladké optimalizaci. V tomto odstavci budeme demonstrovat
optimalizaci nehladké funkce pomocí svazkové metody, kde vpøípadì neexistující
derivace spoèteme nìjaký subgradient pomocí automatického derivování.

Nejdøíve v¹ak je¹tì uvedeme dvì tvrzení o subgradientu souètu funkcí a zmíníme
se také o svazkových metodách.

4.4.1 Subgradient souètu funkcí

Dùkazy následujících dvou tvrzení o subgradientu souètu funkcí jsou uvedeny na-
pøíklad ve [20].

Vìta 4.6
Nech» funkcef 1 : Rn ! R a f 2 : Rn ! R jsou lipschitzovské v okolí bodux 2 Rn .

Pak
@(f 1 + f 2)(x) � @f1(x) + @f2(x): (4.2)

Je-li alespoò jedna z nich spojitì diferencovatelná v bodìx, nastává ve vztahu (4.2)
rovnost.

Vìta 4.7
Nech» funkcef i : Rn ! R, i = 1; : : : m, jsou lipschitzovské v okolí bodux 2 Rn .

Pak

@

 
mX

i =1

f i

!

(x) �
mX

i =1

@fi (x): (4.3)

Rovnost ve vztahu 4.3 nastane, jsou-li v¹echny funkcef i a¾ na jednu spojitì
diferencovatelné.

4.4.2 Optimalizace nehladkých funkcí {
svazkové metody

V tomto odstavci struènì popí¹emesvazkovou metodu, tj. jednu z metod pro nehlad-
kou optimalizaci. Její podrobný popis je uveden napøíklad v[22].
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Budeme minimalizovat funkci f : Rn ! R, která je lokálnì lipschitzovská. Pro-
to¾e lokálnì lipschitzovská funkce je podle Rademacherovyvìty 4.1 diferencovatelná
skoro v¹ude, existuje gradient skoro v¹ude a oznaème hog(x) = r f (x). V bodech,
kde derivace funkcef neexistuje, je mo¾né spoèítat nìjaký subgradientg(x) 2 @f(x),
kde @f(x) je subdiferenciál funkcef (x).

Proto¾e hodnota subgradientu nemusí dostateènì popisovatchování funkcef
v okolí bude x, pou¾ívá se radìji "svazek hodnot"yj 2 Rn , j 2 Jk � f 1; 2; :::kg,
který toto chování lépe popisuje.

Namísto funkcef se pou¾ívá její "kvadratický model"

f k
Q(x) =

1
2

(x � xk)T Gk(x � xk) + max
j 2 Jk

(f (xk) + g(yj )T (x � xk) � � k
j );

kde � k
j = f (xk) � f (yj ) � g(yj )T (xk � yj ). Její minimalizací je vybrán smìrový

vektor dk . Délka kroku tk se volí napøíklad tak, abyxk+1 = xk + tkdk byl buï
spádový nebo nulový krok. Více podrobností je uvedeno napøíklad v [22]. Nová
hodnota yk+1 je také pøidána, respektive nahradí jinou, ve svazku hodnotyj , j 2
Jk+1 � f 1; 2; :::k + 1g.

4.4.3 Pøíklad

Výpoèet nìjakého subgradientu pomocí automatického derivování a jeho aplikaci
demonstrujme na ji¾ zmínìné svazkové metodì (viz také napøíklad [20] nebo [21]) a
na testovací úloze 3.15 z balíku testovacích úloh [19].

Oznaème zobrazeníF : R6 ! R:

F (x) =
50X

i =1

�
�x1e� x2 t i cos(x3t i + x4) + x5e� x6 t i � yi

�
� ; (4.4)

kde

yi = 0:5e� t i � e� 2t i + 0:5e� 3t i + 1:5e� 1:5t i sin 7t i + e� 2:5t i sin 5t i

t i = 0:1(i � 1); 1 � i � 51:

Hledáme lokální minimum zobrazeníF s poèáteèní iteracíx0 = (0 ; 2; 7; 0; � 2; 1).
Výpoèet jsme provedli pomocí svazkové metody z odstavce 4.4.2, viz té¾ [21].

Porovnali jsme tøi varianty, kdy derivace (resp. subgradient) byla vypoèítána ana-
lyticky, pomocí automatického derivování a pomocí pomìrných diferencí.

V bodech, kde neexistuje derivace výrazu
�
�x1e� x2 t i cos(x3t i + x4) + x5e� x6 t i � yi

�
� ; (4.5)

se vyhodnocoval nìjaký jeho subgradient. Vìta 4.7 nám poskytuje zdùvodnìní faktu,
¾e seètením gradientù (pøíp. nìjakého subgradientu) výrazù (4.5) dostaneme gradient
(pøíp. subgradient) funkce (4.4). Pøedpoklad spojitosti derivací funkcíf i , a¾ na jednu
z nich, byl ovìøen v prùbìhu výpoètu nenulovostí argumentu absolutní hodnoty.
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Doby trvání výpoètù jsou uvedené v tabulce 4.1. Nejkrat¹í dobu trval výpoèet
s derivací spoètenou analyticky, jen o zlomek sekundy více potøeboval výpoèet s de-
rivací spoètenou automaticky. Nejdel¹í dobu, pøibli¾nì 2,5krát více, trval výpoèet
s derivací spoètenou pomocí pomìrných diferencí. Získané hodnoty lokálního minima
jsou pro v¹echny zpùsoby výpoètu derivace shodné.

derivace spoètená pomocí: doba výpoètu
analyticky "v ruce" 0,0605 s
automatickým derivováním 0,0635 s
pomìrných diferencí 0,1547 s

Tabulka 4.1: Doba výpoètu pøi nehladké optimalizace, pro rùzné druhy výpoètu
derivací pro pøíklad 4.4.3.

Poznámka. Programy pro vý¹e uvedený pøíklad vznikaly tak, ¾e nebylo pøihlí-
¾eno ke struktuøe úlohy a programu. Pokud v¹ak vyu¾ijeme toho, ¾e automatické
derivování spoèítá navíc hodnotu funkce pøi výpoètu její derivace, lze dobu tr-
vání programu s výpoètem derivace pomocí automatického derivování sní¾it na
0,0575 sekundy, co¾ je dokonce ménì ne¾ pro analytický výpoèet derivace. Dùvo-
dem je analytický postup výpoètu derivace, který je nároènýa který nepøihlí¾í ke
struktuøe derivované funkce, zatímco automatické derivování vyu¾ívá ji¾ spoètených
a ulo¾ených hodnot.
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Závìr

Automatické derivování je numerická metoda pro výpoèet derivací funkce, která
je zadaná programem. Jeji pùvab spoèívá v jednoduchosti pou¾ití a efektivnosti
výpoètu derivace. Cílem této disertaèní práce byla implementace automatického de-
rivování do systému UFO, aby bylo mo¾né vyu¾ít efektivní výpoèet derivací pøi
optimalizaci funkcí. V první kapitole jsme tedy popsali základní principy automa-
tického derivování, jeho vlastnosti a mo¾nosti implementace. Ve druhé kapitole jsme
uvedli struèný popis systému UFO. Ve tøetí kapitole jsme detailnì popsali imple-
mentaci automatického derivování do systému UFO. Tato implementace byla navr-
¾ena s ohledem na jeho speci�cké vlastnosti, po¾adavky a pou¾ití. Dále byla tato
implementace zrealizována a v souèasné dobì je automatickéderivování souèástí
programového balíku UFO. Uvedené postupy implementace jsou univerzální a lze je
pou¾ít i pro realizaci automatického derivování v jiných systémech nebo aplikacích.

Zároveò bylo ve ètvrté kapitole automatické derivování roz¹íøeno o efektivní vý-
poèet subgradientu v pøípadì, ¾e mezi elementárními funkcemi jsou i nehladké funkce
maximum, minimum nebo absolutní hodnota, a gradient tedy nemusí existovat.
Hodnotu subgradientu je mo¾né pou¾ít namísto gradientu napøíklad v nehladkých
optimalizaèních metodách.
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